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本 书 的 主要 目前 是 利用 变换 的 观念 重新 探索 我 们 的 先辈 所 钟爱 的 初等 几 何 
学 的 领域 ， 这 种 观念 有 助 于 增长 读 考 对 几何 的 理解 力 。 本 书 拒 几 何 学 与 其 它 的 
数学 分 支 联系 起 来 了 。 特 别 是 ， 第 五 章 把 读者 引导 到 反 演 几何 学 ， 它 在 分 析 学 
中 有 重要 的 应 用 ， 第 六 章 介绍 了 图 锥 曲线 ， 特 别 强调 焦点 、 离心 率 的 概念 。 这 
此 概念 显然 与 茵 星 、 行 星 、 人 造 卫星 的 轨道 的 研究 有 关 。 全 书 由 浅 入 深 地 把 读 
者 从 十 分 简单 的 概念 逐步 带 到 各 论题 的 该 心 。 £d AINSI SS T EB 
书 范围 内 的 问题 ， 也 包括 了 一 些 对 于 读者 来 说 较为 困难 的 问题 。 


H.5.M.Coxeter and S. L.Greitzer 
GEOMETRY REVISITED 


Copyright, 1967, by Yale University 


作者 简介 


Z WAIRBRCH.S.M.Coxeter)/E FER, 1929 年 在 剑桥 大 
学 获得 倾 =: 学 位 ，1931 年 获得 哲学 博士 学 位 ， 从 1931 年 到 
1935 年 ， 他 是 剑桥 三 一 学 院 的 成 员 ， 此后， 他 一 下 是 加 拿 大 
多 伦 多 大 举 数 授 。 

Z OARTRECSSMA19494£ 231958 年 编辑 Canadian Journa 
of Mathematics. 他 是 许多 国家 数学 会 的 成 员 ， 是 英国 皇家 
学 会 的 会 员 ， 一 站 是 美国 数学 协会 的 副 主 席 。 

AGB ER B, 群 论 和 几何 学 的 联系 及 其 它 数 
学 领域 有 过 贡献 ， 他 还 写 过 好 几 本 蔬 。 其 中 有 : The Real 
Projective Plane(1955), Non-Euclidean Geometry (1957), 
Introduction to Geometry(1961), Regular Polytopes(1963) 
RiFrojective oeometry (1984), 


氏 到 美国 。 meu" ely FALAR City College. feYeshiva 
大 学 获得 哲学 博士 学 位 。 

阁 志 策 博 士 有 25 年 以 上 的 高 级 中 学 数学 数学 的 经 验 A. fü 
JE Yeshiva KÆ, dn & M BEC BORSEBE6. uPHÍEHENEX SE 


的 数 师 学 院 及 School of General Studies 数 过 书 。 现在 是 


Rutgers 大 学 的 副 数 授 ， 

格雷 策 博 士 是 Topography and Map Reading ~- HJ ff 
兰 ， 也 是 好 几 本 分 析 和 代数 方面 的 书籍 前 协 作者 ， 他 在 几何 
学 和 应 用 数学 方面 发 表 过 论文 ， 


"t 


翻译 说 明 

要 学 好 数学 ， 必 须 喜爱 数学 。 信 门 的 书 对 于 启发 读者 的 
兴趣 和 爱 分 关系 很 大 。 一 本 好 书 循 循 善 诱 、 引 人 大 胜 ， 相 
E, WATER, AAHS. 

由 于 种 种 原因 ， 数 学 往往 被 思 上 一 层 神 秘 的 面纱 ， 好 奇 
的 中 学 让、 热心 的 中 学 老师 和 各 条 战线 上 广大 的 科 数 工作 考 
都 渴望 了 解 ， 客 更 什么 是 数学 ? 它 有 哪些 主要 方面 ? 近代 数 
学 研究 什么 问题 ? 有 哪些 重要 的 数学 思想 和 成 就 ? 

为 了 满足 这 些 要 求 ， 我 们 组 织 选 译 了 这 E “新 数学 从 
B", ny Xd. 

和 -- 般 的 通俗 数学 读物 不 同 ，“ 新 数学 从 书 ” 的 选 题记 
不 是 介绍 某 些 有 趣 的 数学 问题 ， 也 不 是 传授 专门 的 解 题 技 
巧 ， 而 是 向 未 必 具 有 很 深 数 学 修养 的 读者 系统 地 介绍 一 些 与 
近代 数 符 有 关 的 数学 分 支 中 的 专题 。， 这 套 书 选 题 面 较 广 ， 涉 
及 代数 、 儿 何 、 分 析 、 拓 站、 概率 、 计 算 机 以 及 数 学 在 力 
学 、 物 理 等 方面 的 应 用 。 内 容 虽 然 淡 显 ， 但 却 抓 仁 了 核心 和 
基本 的 数学 思想 ， 

这 套 书 还 有 一 个 特点 ， 选 写 人 大 多 数 是 该 领 域 中 的 著名 
学 者 ， 学 术 造 论 精 深 、 热 心 普及 数学 数 育 : DUE BE cu M GE 
E RAR, EARR HAMREN. 

这 套 从 书 不 仅 可 以 作为 高 中 学 生 和 大 学 低 年 级 学 生 的 课 
外 读物 ， 而 且 对 于 想 了 解 近 代数 学 思想 和 方法 的 科 数 工作 者 
也 提供 了 一 条 门 径 . 

“新 数学 丛书” 首创 于 一 九 大 一 年 ， 已 陆续 出 版 近 三 十 
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TW. HItDH* RI. “新 数学 从 书 ”" 编 委 会 ， 特 别 是 Anneli 
Lax 数 授 ， 得 知 我 国有 意 翻 译 这 套 丛 : 片 后 ， 怀 人 地 赠 兴 了 全 
套 样 书 。 在 此 ， 我 们 表示 真心 的 感谢 。 
江 泽 沁 R 
一 九 八 三 年 春 于 北京 大 学 


改 读者 


这 本 书 是 专业 数学 家 编写 的 -- 和 套 处 书 中 的 -本 。 编 写 达 
套 书 的 目的 是 要 向 广大 的 中 学 生 和 非 专 学 数学 的 外 行人 把 一 
些 重要 的 数学 概念 阅 明 得 有 趣 且 能 履 ，“ 涤 数学 丛书” 中 的 
大 多 数 书 所 讨论 的 课题 通 芝 不 属于 中 学 课程 表 的 范围 ， 各 局 
的 难 急 程度 不 同 ， 基 至 在 同一 本 书 里 ， 有 些 部 分 就 比 其 它 部 
分 更 需要 全 和 神 员 注 才能 读 习 。 虽 然 读者 要 懂得 这 父 从 书 中 的 
大 多 数 书 ， 并 不 需要 多 少 专 门 知 识 ,但 是 他 必须 动 一 番 脑 筋 。 

如 果 读 者 从 来 只 在 课堂 上 才 遇 到 数学 ， 那 他 就 应 该 牢 
id: 数学 书 不 能 读 得 很 快 ， 他 也 一 定 不 要 期 望 ， 读 第 一 逼 的 
时 候 就 能 理解 书 的 全 部 和 内容。 复杂 的 部 分 他 应 该 自由 地 路 过 
瓜 ， 以 后 再 回 过 头 来 读 ， 一 个 论点 常常 是 通过 后 面 的 话 才 能 
搞 清 楚 。 田 一 方面 ， 内 容 十 分 绿 悉 的 一 些 节 可 以 读 得 很 快 。 

学 数学 的 最 好 办 法 是 “做 数学 ”; 每 一 本 书 都 包含 问 
题 ， 其 中 有 些 可 能 需要 很 可 观 的 思考 。 劝 和 售 读 者 养 成 读书 时 
手边 备 有 纸 和 笔记 一 习惯 ， 这 样 读 ， 他 会 越 来 越 觉 得 数学 有 
趣味 。 | 

这 焉 书 的 编 印 是 一 种 新 的 冒险 。 我 们 愿 在 此 申明 ESI 
谢 ， 在 准备 这 矢 书 时 ， 许 多 位 中 学 师 生 代 慷 慨 协 助 。 编辑 者 
RAEE, AA Editorial Committe of the NML 
series, New York University, The Courant lnstitute of 
Mathematical Sciences, 251 Mercer Street, New York, 
N.Y.10012, 

编辑 者 
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HF 言 

谁 看 不 走 欧 氏 几 何 ， 谁 就 好 比 是 从 国外 回来 看 
不 起 自己 前 家 乡 。 

H.G. jik 


中 学 的 数学 课程 通常 包括 仅 有 一 年 的 平面 几何 数 程 ， 或 
许 还 包括 称 作 十 年 级 数学 的 几何 学 及 和 初等 解析 几何 学 数 程 。 
在 学 生 的 中 学 阶段 早期 开设 的 这 门 课 通常 是 他 接触 这 个 主题 
的 仅 有 的 场合 。 与 此 相反 ， 喜 爱 数学 的 学 上 生 却 有 机 会 学 习 初 
等 代数 、 高 等 代数 ， 其 至 于 更 高 深 的 近世 代数 ， 因 此 ， 自 然 
可 以 料 到 会 有 偏爱 代数 而 轻视 几何 的 倾向 ， 于 是 ， 弄 糊涂 的 
热心 人 引导 学 生 认为 几何 学 处 在 “数学 的 主流 ”之 外 ， 分 析 
学 和 集合 论 可 能 会 取而代之 ， 

九 何 学 在 学 校 的 课程 设置 中 地 位 比较 低 ， 或 许 是 因为 数 
育 者 不 熟悉 几何 学 的 本 质 以 及 它 所 取得 的 成 就 几何 学 的 
进展 包括 许多 漂亮 的 结果 ， 例 如 下 立 安 香 定理 (83.9)、 费 
尔 巴 蛤 定理 (8 5,6)、 彼 得 逊 - 司 各 特定 理 CS 4.8) 和 莫 莱 定 
理 (82.9)。 从 历史 上 说 ， 人 们 一 定 会 记得 ， 欧 几 里 得 是 为 
准备 研究 哲学 而 深思 熟 虑 的 人 们 著作 的 。 直 到 我 们 现在 这 个 
时 代 ， 讲 授 几 何 学 的 一 个 主要 理由 惫 提 是 它 的 公理 方法 被 认 
为 是 学 习 演 绎 推理 的 最 好 的 导论 。 自 然 ， 为 了 有 成 效 的 数 育 
目的 ， 着 重 强调 了 形式 的 方法 。 但 是 ， 无 论 是 十 代 的 、 还 是 
现代 的 几何 学 家 都 会 毫 不 路 路 地 采用 他 们 所 中 意 的 那些 不 太 
正统 的 方法 。 如 果 汪 角 学 ， 解 析 几 何 学 ， 或 者 向 量 方法 能 馆 
用 得 上 ， 则 儿 何 学 家 就 会 拿 过 来 用 。 于 是 几何 学 家 发 明了 自 
己 的 优雅 而 有 力 的 现代 技巧 ， 条 用 变换 (如 旋转、 反射 、 位 
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似 变 换 ) 的 方法 就 是 这 样 一 种 技巧， 它们 简化 了 某 些 定理 的 
证 明 ， 又 把 几何 学 与 结晶 学 、 美 学 联系 起 来 了 。 几 何 学 的 这 
个 “有 生气 的 ”方面 是 第 四 华 的 主题 。 另 一 个 现代 的 技巧 是 
反 演 几 何 学 的 方法 ， 它 与 点 和 阅 打 交道 ， 又 把 直线 看 作 是 经 
过 “无 限 远 点 ”的 圆 。 在 第 五 章 可 以 领略 到 它 的 一 些 情 趣 。 
第 三 种 技巧 是 射影 几何 的 方法 ， 它 完全 不 考 虚 距离 和 角度 ， 
”而 强调 点 、 线 ( 整 条 的 无 限 长 的 直线 ， 不 是 线段 ) 之 E 的 类 
比 。 在 那里 ， 不 仅 任 意 两 点 可 用 一 条 直线 联结 ， 而且 任 意 两 
条 直线 必 相 效 于 一 点 ! 平行 的 直线 看 作 是 公共 点 在 无 穷 远 站 
线 上 的 直线 、 在 第 六 合 披 露 了 这 方面 的 若干 内 容 ， 

几何 学 仍然 具有 前 一 代数 育 家 对 它 论述 过 的 所 有 那些 优 
点 ， 在 自然 界 还 有 几何 学 有 待人 们 去 认识 和 了 解 。 儿 何 学 
《尤其 是 射影 几何 学 ) 仍 是 引导 学 生 去 学 习 公 理化 方法 的 出 色 
的 手段 , 它 使 肯 具 有 它 一 让 拥有 的 那 种 优雅 的 魅力 ,其 结果 的 
羔 妙 始终 没有 减退 过 ,而 且 , 对 于 科学 家 和 应 用 数学 家 来 说 ， 
几何 学 变 得 比 过 去 任何 时 候 都 更 有 用 ， 更 有 必要 。 人 造 卫 星 
轨道 的 形状 和 时 - 衬 连 续 统 的 四 维 几 何 学 就 是 这 样 的 例子 ， 

刀 个 世纪 以 来 ， 儿 何 学 一 直 在 成 长 着 。 新 的 概念 、 新 的 
处 理 方法 不 断 地 在 发 展 学 生 们 会 发 现 这 些 构 念 是 宣 有 挑战 
意味 的 ， 是 合 人 惊讶 的 。 让 我 们 采用 与 我 们 的 目标 最 适应 的 
方法 重新 探索 欧 氏 几何 ， 由 我 们 日 已 来 发 现 一 些 比较 新 的 结 
果 。 或 许 我 们 会 打消 一 点 在 初次 接触 几何 学 时 所 产生 的 惊异 


TUER, | | 
作者 特别 感谢 安 纳 利 ， 控 克 斯 (Anneli Lax) 博 士 耐心 的 
协助 和 许多 有 和 丛 的 建议 。 
H.S.M.XE gy 5S.L .格雷 策 
1967 年 于 多 伦 多 和 纽约 


第 一 便 ”与 一 个 三 角形 有 关 的 后 和 和 线 
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还 要 多 ， 其 广泛 前 程度 至 少 和 分 析 前 文献 相当 ， 这 
是 比 数学 的 其 它 部 门 更 有 忘 忆 的 、 芍 而 是 六 遗忘 的 
未 西 组 成 药 丰 富 前 宝库 ， 但 是 组 已 前 一 代 人 无 服 去 
REE. 
E.T. 贝 尔 


本 章 的 日 的 是 回忆 某 些 征 贝尔 (Bell) 博 士 称 做 “中 遗忘 
的 东西 ， 导 出 若干 自 欧 儿 里 得 之 后 发 展 而 来 的 新 定理 ， 然 后 
把 我 们 的 发 现 用 于 人 饶 有 意味 的 情形 。 我 们 将 考虑 一 个 任意 的 
三 角形 ， 及 其 最 闻名 的 有 关 的 点 和 线 : 外 心 、 中 线 、 重 心 、 
fg. Ab, Bo. mE. SEQ. BRdesXTn JL oss DAD Dl 
TUM 

角 平 分 线 自然 导致 关于 斯 die 纳 - 莱 默 斯 (Steiner-Leh- 
mus) 定 理 的 讨论 ;一 百 多 年 来 认为 该 定理 是 很 难 证 明 的 ,尽管 
从 我 们 现在 的 观点 来 看 ， 它 实在 是 相当 容易 的 。 

最 后 ， 从 一 个 三 角形 及 一 般 位 置 的 点 了 出发， 我 们 得 到 
以 P 向 已 知 三 角形 各 边 引 重 线 的 垂 足 为 顶点 的 新 的 三 角形 . 
这 种 观念 会 导致 若干 有 趣 的 进展 ， 其 中 有 一 些 要 放 到 下 一 章 
去 讨论 。 


$1.1 扩充 的 正弦 定律 
正 芍 定 律 是 一 条 常用 的 三 角 学 定理 。 遗 憾 的 是 ， 在 数 科 
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书 中 ， 它 常常 以 不 完 双 的 形式 出 现 ， 不 如 扩充 的 正弦 定律 那 
样 有 用 ， 因 此 我 们 来 证 明 所 要 求 形式 的 正 获 定 律 。 


图 1.1À 图 1.1B 


我 们 从 A4BC 着 手 (以 惯用 的 方式 来 标记 )， 作 "E 的 外 
接 贺 ， 其 贺 心 为 0 ， 牢 径 是 丸 个 单位 长 ， 如 图 1.14 和 图 1.1 
B 所 示 。 作 直径 C7 mik BJD 。 在 所 画 出 的 两 种 情形 P, A 
为 ZCBJ 内 接 于 中 圆周 ， 故 人 CBJ 是 直角 。 因 此 ， 在 这 两 
个 图 中 都 有 


sinj = vr zB . 


在 图 1,14 中 ，J = 4， 这 是 因为 它们 内 搂 于 同一 个 
圆 弧 。 在 图 1.1B 中 ， 因 为 <] 和 人 4 是 一 个 圆 内 接 四 角形 
的 对 角 ， 故 它们 是 互补 的 ， 即 L = 180° ' - ZA, [EXE HT 
sinó =sin(180° -0)， 故 在 这 两 种 情 JE Ab A sin = sin Å, 
因此 ，sinA=a/2R， 即 


a 
sinA ^ . 


D 在 本 书 中 ， 以 X 和 和 YY Dey S 2S BE EE TR IOS XY, 
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把 同样 的 论证 用 于 AABO 的 另外 两 个 角 ， 则 得 
b 0 
sinB™ 2R, sinc 52E. 
综合 上 述 结果 ， 我 们 可 以 把 扩充 的 正弦 定律 叙述 成 ， 
定理 1.1.1 设 入 4BC SER RD R, WI 
a b C 
sinA ^ siuB ^ sinc 7 2P- 
我 们 约定 ， 图 形 的 面积 用 读 图 形 的 名 称 加 上 图 括号 来 表 
m. Bin, (ABORT A ABC 的 面积 ，(PQRS) 表示 四 边 
JÉ PORS 的 面积 . 


站 题 
1, 试 证 由 ， 对 于 任意 的 三 角形 ABCCZB X LC 可 以 
px DESI 
i a = beosC + ccosB, 
FHE EE TE 5r mk EE, 
sin(B +C) = sinB cosC + sin C cosB, 


2. 在 任意 一 个 三 角形 ABC 中 ， 
a(sinD — sinC) - b(sinC — sin A) 
c C(sinÁ - sinB) = 0, 
3. 对 任意 一 个 三 角形 ABC，(ABC) -abc/AR., 
4, 设 p 和 9 是 经 过 和 点， 且 分 别 和 BC 相 切 于 点 8 和 
AUC RIR ARF, M pq = Re, 


( 在 以 后 的 习题 中 ， 一 律 省 去 “ 试 证? 等 字眼 。 因 此 ，, 当 一 道 习 题写 成 定 
还 的 形式 时 ， 承 是 要 求 给 刘 和 证明。 


$1.2 SHEH 


— REB A T9 
与 其 对 边 上 任意 一 点 的 
连 线 叫做 塞 瓦 线 。 这 样 ， 
AURX,Y,Z4 8E — 
角形 ABC 的 三 边 BC， 
C4,485 上 的 点 , 则 线段 
AX, BY,CZ RERE 
线 。 这 个 术语 取 自 意 大 
Tix SER, (G. Ce- 

图 1.2A va) 的 名 字 ， 他 在 1678 
年 发 表 了 下 面 的 十 分 有 用 上 的 定理 ， 

定理 1.2.1 设 AX,BY,CZ 分 别 是 经 过 三 角形 ABC 的 

各 项 点 的 塞 豆 线 。 如 果 这 三 条 线 共 点 ， 则 
BX CY AZ 
XC’ YA' ZB" 

所 谓 三 条 直线 (或 线段 ) 是 共 点 的 ， 意 恩 是 它们 经 过 同一 
个 点 ， 上 比如 了 点 。 要 证 明 塞 扎 定 理 ， 我 们 注意 到 高 相等 的 两 
企 三 角形 的 面积 与 它们 的 底 边 成 比例 。 参 看 图 1.2A， 我 们 
有 有 | 


BX (ABX) (PBY) (ABX)-(PBX) 


XC (AXC) (PXC) (AXC)-(PXC) 


| (ABP) 
"(CAP)" 
fej FR, 
CY BCP) | AZ (CAP) 


YA (ABP)' ZB (BCP)* 


BAES TR Se UR 
BX CY AZ (ABP) (BOP) (CAP) 
XC'YA'ZB (CAP) ` (ABP) | (BCP) 
—]1. 
VEG TER ETUR OR | 
定理 1.2.2 若 三 条 塞 瓦 线 AX , BY CZ IUE GR 
BX CY AZ , 
XC’ YA' ZBL 
Wil xk — 4&8 £3 3E si. 
TAAR, GedBGEBHINIRÓEJOAUBACTP GR. gu 
第 三 条 过 了 点 的 塞 无 线 是 CZ ’。 则 由 定理 1,2.1 得 到 


BX CY AZ' 
XC'YA'Z':Bol- 


日 是 我 们 已 有 
BX CY AZ, 
Xc'Ya'zp-b 
AZ! AZ 
E ZB ZB 


MZ ZEA. A, RIENT AX,BY,CZ je 3E nS 


nj [9» P.54) . 
习 是 
1。 车 X,Y,Z 是 各 边 的 中 点 ， 则 这 三 条 赛区 线 是 共 点 


的 ， 
2， BEFANA AELE A, 


3, 设 4BC 和 
A'B'C' 是 图 1.2B 
所 示 的 两 个 对 应 边 
互相 平行 的 不 全 等 
的 三 角形 ， 则 三 条 
直线 AA, BP’, 
CC' 是 共 点 的 . (这 
样 的 两 个 三 角形 称 
图 1.2B 做 是 位 似 的 。 我 们 

将 在 $4.7 作 进一步 的 研究 。) 
| 4, i AX 是 长 度 为 p 的 一 条 塞 瓦 线 ， 它 把 BC 分 成 图 
1.2C 所 示 的 两 条 线段 BX =m，XC =n， 则 

a(p? + mn) —b?m 十 C2 

提示 ， 把 在 多 处 的 两 个 
互补 角 的 余 嘴 分别 用 
AABX SgIACAX 的 边 
长 表示 出 来 ,然后 相 加 ， 
这 个 结果 称 为 斯 藩 瓦 特 
定理 ， 是 斯 带 瓦特 (M. 
Stewart) 在 1746 年 叙述 
的 。 这 个 定理 可 能 早 在 | 
公元 前 300 年 左右 已 由 图 1.2C 
阿 基 米 德 发 现 了 ， 但 第 
一 个 已 知 的 证 明 是 西 姆 松 (R .Simson) 在 1751 年 发 表 By. 


$ 1.5 TERNA 
与 三 角形 有 关 的 特殊 的 点 和 线 有 很 多 ， 我 们 不 得 不 把 注 


E Sci 

几 种 情形 。 我 们 已 

经 遇 到 过 这 样 一 个 

点 ， 即 外 接 于 三 角 

形 的 贺 的 圆心 。 我 

们 把 该 点 称 为 三 角 

形 的 外 心 ， 把 这 个 

圆 呈 做 三 角形 的 外 

接 圆 。 外 心 0 是 三 

角形 的 三 条 边 的 敢 

HFPA ik RI 

(图 1.3A)。 外接 

WAPISQDHEBRR3. | 
联结 三 角形 的 项 点 与 它 的 对 边 中 点 的 赛 扎 线 时 做 中 线 。 

图 1.3B m HJR AA ,BB8’ ,CC 都 是 中 线 ， 因 此 BA = 

A'C, CB'zB'A, AC’=C’B， 利用 定理 1.2,1, 可 知 三 条 

中 线 是 共 点 的 。 它 们 的 公共 点 C 称 为 三 角形 的 重心 。 如 果 用 

一 种 密度 均匀 的 材料 裁 出 一 个 沽 角形 ， 关 用 细 线 在 三 条 中 线 

的 公共 点 处 把 它 巧 挂 起 来 ， 则 它 将 保 拌 平衡 。 换 闻 之 ， 重 心 

恰好 是 这 三 角形 在 力学 上 的 “重心 ”( 即 重力 中 心 )。 
再 看 图 1.3B， 我 们 注意 到 (CB4') = (GA'O), 因为 这 

两 个 三 角形 有 相等 的 底 和 高 。 因 和 此， 我 们 用 同一 个 字 县 x+ 表 

示 这 两 块 面积 。 同 理 ， 我 们 有 | 


(GCB') (GB'A), (GAC’)= (GC! B), 


所 以 它们 的 面积 分 别 可 记 作 和 > ,但 是 ,我 们 又 有 (CAC’)= 
(CC'B), BI2y+tz=z+ 2x, Kgk x=94. RM, CABA'5- 
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(AA! C), 于 是 YFZ, 
这 样 ， 我 们 证 明了 X=y 


=z, 其 
定理 1.3.1 一 个 
三 角形 被 它 的 中 线 分 成 


面积 相等 的 六 个 小 三 角 
形 。 
继续 考察 图 1.,338， 
我 们 又 看 到 (GAB) = 
图 1.3B 2(GB8A’)。 因 为 这 两 个 
三 角形 的 高 相等 ， 所 以 
AG =2GA 和 A’， 类 仆 地 ， 我 们 有 BG-2GB', CGz2GC', 
定理 1.3.2 三 
角形 中 线 彼 此 截 制 
成 分 比 2:1; Ë 
之 ， 三 角形 的 中 线 
彼此 “三 等 分 ”。 
4j BC, CA, 
AB 分 IEEE 
Ez AD, BE, CF 
UL f — f3JE ABCIN | 
高 线 ( 图 1.3C)、 正 图 13C 
如 在 8$1,2 习 题 2 所 
W, WELE EM, 这 三 条 丙 线 是 夫 吕 的 它们 的 
AJ SUED. 


rr iam 


D 关于 该 术语 的 历史 ， 请 参看 ]。 Saterly, Mathematical Gazette 45 
(1962) , p. 51. 
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AD, E, FREA 
然 称 为 高 线 足 。 把 它们 


两 两 联结 起 来 得 到 的 
ADEF RA AABC 的 
垂 三 角形 。 
另 一 组 重要 的 塞 瓦 
线 是 三 条 内 角 平 分 线 。 
图 1.3D ji Hi f Hn 一 
条 角 平 分 线 AL .将 定理 
1.1.1 用 于 三 角形 ABL m 1.3D 
和 ALC (它们 在 工 处 的 
角 是 互补 的 ， 因 而 它们 的 正 慈 相等)， 我 们 有 
BL c LC b 
sinÁ/2 ^ sinl’ 5inÁA/2 ^  sinL? 
BL 0 
PS LC ^ 


关于 角 8 和 CC 的 内 角 平 分 线 我 们 能 够 得 到 类 似 的 结果 ， 
于 是 证 明了 : 

定理 1,3.3 A 
三 角形 的 每 一 条 内 
角 平 分 线 把 对 边 分 
成 与 邻 边 长 度 成 在 
例 的 两 条 线段 。 

AL 上 任意 一 
5m 3I CA fn AB i 
距离 相等 〈 图 工 .3 | 
D), H, ABH 图 1.3E 


内 角 平 分 线 上 任意 一 点 到 4B 和 BC 是 等 距 的 。 因 此 ， 两 条 内 
角 平 分 线 的 交点 工 到 三 边 的 距离 相等 ， 记 作 

定理 1.3.4 三 角形 的 三 条 内 角 平 分 线 是 共 点 的 。 

以 了 为 圆心 ， 以 * 为 半径 的 圆 ( 图 1.3E) 与 三 角形 的 三 条 
边 相 切 ， 因 此 它 是 三 角形 的 内 切 贺 我 们 把 了 叫做 内 心 ， 把 
叫做 内 切 贺 中 径 。 


习 题 
1, 鳃 和 角 三 角形 的 外 心 和 生 心 落 在 三 角形 的 外 部 。 | 
2. 试 求 已 知 三 角形 与 以 它 的 三 条 中 线 为 边 长 的 三 角形 
的 面积 之 比 。 | 
3. 有 两 条 中 线 相等 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 ， 
4。 有 两 条 高 线 相等 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 ， 
5。 利用 定理 1.2,2 和 定理 1,3.,3, 给 出 定理 1,3,4 的 另 一 


6, JHa, b, c 表示 中 线 AA! 的 长 度 (图 1.3B). 
7. 内 角 平 分 线 AL( 图 1.3D) 的 长 度 的 平方 等 于 


8. 在 边 长 分 别 为 3, 4, 5 的 直角 三 角形 中 , 求 直 角 的 内 
角 平 分 线 的 长 度 ， 

9. -个 三 角形 的 两 边 的 乘积 等 于 外 接 圆 直径 与 第 三 边 
上 的 高 线 的 乘积 ， 


81.4 内 切 圆 和 传 切 圆 


图 1.44A 表明 ， 内 切 圆 和 边 BC,C4, AB 在 点 X,Y,Z 处 
相 切 。 因 为 从 圆 外 一 点 向 圆 所 作 的 两 条 切线 的 长 许 相 等 ， 所 
12 l 


D] AY AZ, BZ = 
BX,CX -CY, 会 
KH x, ¥, 2 记 这 
SEE ES, Du 
y+z=a, 
z+x=b, 
tY =C, 
把 这 三 个 方程 相 
加 ， 关 条 用 欧 拉 
关于 舍 周 长 的 省 赂 图 1.4A 
idc s, WA 
2X -2y -2z 2a b 0 2 28, 
所 以 XHYtZ=S, 

5EJB1.4.] x-s—a, y-s—b, z-s-c, 

因为 三 角形 18C 的 底 是 ae， 高 是 7 ， 它 的 面积 OBC) 
=ar/2。 把 它 和 CCA) 及 (1AB) 的 类 似 的 表达 式 加 起 来 ， 我 
们 得 到 C& +8+ C)r/2= sr。 轩 此 ， 有 

定理 1.4.2 (ABC) sr, 

图 1.4B 画册 了 以 和 角 4 ,了 ,4 的 外 角 平 分 线 为 边 的 三 角 
él LB HER k Leda LER — A AB 和 BC3ESE 
IEAJ. [BER, Talo 上 任意 一 点 到 5C 和 CA 是 等 距 的 。 因 
此 这 两 条 外 角 平 分 线 的 交点 1, 到 三 边 有 相等 的 距 HS ru. DÀ 
H la F] AB, AC 是 等 距 的 ， 所 以 它 必定 落 在 到 这 两 条 直线 
等 距 的 点 的 轨迹 上 ， 这 就 是 说 ， 它 必定 落 在 ZAN P fS E 
分 线 AI L. 

定理 1.4.5 三 角形 的 任意 两 角 的 外 角 平 分 线 和 第 三 角 
的 内 角 平 分 线 是 共 点 的 
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图 1.4B 


圆心 在 L, PRA r 的 圆 与 三 角形 的 三 边 相 切 ， 它 是 
三 个 傍 切 圆 中 的 一 个 。 我 们 把 这 三 个 图 的 圆 心 fa To, Te M} 
做 傍 心 ， 把 它们 的 华 径 rs ru, re 叫做 偿 切 圆 中 径 ， 每 一 个 傍 
切 圆 与 三 角形 的 一 条 边 在 内 部 相 切 ， 与 另外 两 条 边 在 外 部 
( 即 它们 的 延长 线 上 ) 相 切 。 内 切 圆 和 三 个 做 切 回 都 和 三 角 
形 的 三 条 边 相 切 ， 有 了 时 把 它们 统称 为 三 角形 的 四 个 三 重 相 切 
lu. 

如 图 1.4B bii. AMA A DELETED 两 条 
切线 长 度 相等 ， 所 以 

BX, = BZy, 


44 


BX, +BZ, = BO-CX,4 ZyA* AB 
= BC -CY,-Y,A-4 AB 
=4+b+¢=28, 

这 样 ， 从 8 点 (或 别 的 顶点 ) 铅 它 忆 的 对 边 外 侧 的 傍 著 辕 质 引 的 

切线 长 是 s 。 于 是 
4Y = AZ,- BZ, = BX, - CX, - CY,-8s, 

此 外 ， 由 于 CX = BX， - BC =s- ao， 所 以 
BX.-BZ.-CX,-2CY,-s-a, 
CY,2CX,- AY.- AZ, -8 — b, 

AZy- AY, = BZ,-BX,.-8s-0, 


3 

1, EBA, B,C 为 圆心 的 三 个 圆 两 两 外 切 ， 则 它们 的 
人生 径 分 别 是 $s-a,s-b,s-c。 

2, s, r, RAWEA, M abe = 4srR, 

3, 图 1.4A EXE AX, BY,CZ 是 共 点 的 . 《它们 
的 公共 反 称 为 和 ABC 的 入 档 纳 (Gergonne) 点 。) 

4, AABC 是 人 天 六 到 的 垂 三 角形 (图 1.4B)， 

5, CABC)=(s-a)r,=(s-b)ra=(s-c)r (SFE 
1,4,2). 


1 1 1 1 
6 . — — e = -— -+ —— = e. 
la L5 T T 


3 1.5 斯 泰 纳 - 莱 软 斯 定理 

许多 几何 问题 似乎 具有 奇 竺 的 魅力 ， 总 是 在 诱 巧 那些 磁 
到 它们 而 又 感 到 为 难 的 人 们 ， 基 至 在 古 时 候 ， 这 已 成 为 几何 
学 的 特点 。 例 如 ， 古 代 的 三 大 著名 问题 ， 即 伴 立 方 、 三 等 分 
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AEA 297; |], ARER. ARESA TEIP 
的 努力 引起 了 许多 数学 新 分 支 的 发 展 。 直 到 现在 ， 还 有 - 
Habt (COE A MEAN OE, 自然 地 这 会 
起 读者 去 指出 它 的 错误 。 | 

下 面 的 定理 也 总 是 在 引起 人 们 的 兴趣 : : 

定理 1.5.1 有 两 条 办 和 角 平 分 线 ( 从 顶点 量 到 与 对 边 的 交 
点 ) 相 等 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 。 

KA [8] 8l 2 1840 4E YE SE SHE (CL. Lehmus) 给 斯 图 B 
(C.Sturm) 的 一 封 信 中 提出 的 ， 他 请 求 给 出 一 个 纯粹 的 几何 
学 的 证 明 。 斯 图 姆 向 许多 数学 家 提 到 了 这 件 事 。 首 先 回答 这 
个 问题 的 是 端 士 的 大 几何 学 家 斯 泰 纳 (J.Steiner)， 后 来 该 定 
理 就 以 斯 泰 纳 - 菜 默 斯 定理 而 闻名 于 世 。 论 述 它 的 文章 发 表 
在 1842, 1844,1848 以 及 从 1854 到 1864 的 几乎 每 一 年 的 各 种 杂 
志 . 上 ， 在 最 近 一 百年 间 还 经 常 有 这 方面 的 文章 ， 

最 简单 的 一 个 证 明 用 了 下 面 的 两 个 引 理 。 

引 理 1.5.2 如 果 加 的 两 条 忠 记 张 的 圆周 角 是 两 个 不 等 
的 锐角 ， 则 较 小 角 对 应 的 站 较 短 ， 

证 明 ”相等 的 弦 在 圆心 所 张 的 角 相等 ， 它 们 在 圆周 上 泛 
当 的 点 处 所 张 的 圆周 角 ( 大 小 等 于 相应 的 贺 心 角 的 一 毕 ) 也 相 
等 。 两 个 不 相等 的 下 之 间 ， 较 短 者 离 圆 心 较 远 ， 所 张 的 圆心 
fax Kb B SER B fa BIS fait. 

引 理 1.5.5 若 三 FUEESRA- PURSE, Du EUIS Hg Pg 
ded [505-72]. 

证 明 i ABC ELSA 所 画 的 三 角 É, BCO, ig 
BM 和 CN 率 分 角 B 和 和 外 ， 我 们 要 证 明 BM > ON、 {BM 
© Azis HFE BIE B 处 的 角 。 
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圭 取 一 点 M^, HZM/CN =B/2, BNA'ERT ZM'BN,si 
NNN, B,C ,M’ 四 点 落 在 一 个 圆 二。 因为 
B <$ (B+C) «A BO), 
ZCBN< /M'CB«:90*, 
H5|381,5,2, CN«M'B, Wik BM>BM'>CN, 


E 1.5À 


定理 的 证 明 。- 个 定理 常常 可 以 表述 成 等 价 的 Uu à 
题 ” 的 形式 。 例 如 “人 是 要 死 的 ”可 以 说 成 “不 会 死 的 就 不 
是 人 ”。 同样， 证 明定 理 1.5,1 可 以 换 成 证 明 ; TE A4BC 由， 
AnXB--—C, W|BM-ECN, Am, Ju e AP ALU| BE 1,5,3 的 
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直接 结果 ， 

iX. 1& 4l CA, Henderson) Jj fj ffi (B, Shaw) i. 'Ej 3i -—- D 
传记 ， 还 写 过 一 本 书 名 为 《在 三 次 曲面 上 的 27 条 线 》2 的 论 
文集 ,在 他 的 《综观 莱 默 斯 -斯 泰 纳 -图 克 姆 问题 3 一 文中 ,他 
把 与 上 述 证 明 相 仿 的 一 个 证 明 归 功 干 菜 默 斯 本 人 (1850 年 )、 
利用 一 个 强 有 力 的 逆 否 命题 来 代 奉 原 定 理 的 想法 出 现在 坦 从 
特 (V .Thebault) 的 一 篇 文章 @ 里 . 他 证 明了 前 面 的 引 理 
1.5.3， 然 后 把 定理 1.5.1 作 为 引 理 的 “推论 ”， 

汉 德 逊 对 菜 默 斯 的 证 明和 斯 泰 纳 的 更 时 的 证 明 似 乎 不 很 
满意 ， 声 称 它 们 都 不 是 “直接 的 ” 证明 。 他 宁可 假定 BM = 
CN， 而 不 从 BB 关 C 出 发 。 然 而 大 多 数 已 发 表 的 证 明 《〈 例 如 ， 
见 文 献 [5],P.73) 同 样 是 非 直 接 的 ,尽管 有 些 证 明 声 称 是 直接 
的 (例如 , 见 文献 [6], 习题 解答 , p,2), 但 是 它们 的 每 一 个 ， 实 
际 上 都 是 改头换面 的 非 直 接 证 明 。 要 看 清楚 这 一 点 ， 只 要 回 
想 一 下 上 只 有 少数 几 个 最 基本 的 定理 才 是 鞭 正 完全 地 得 到 证 明 
的 ， 而 所 有 其 余 的 定理 和 都 是 借助 于 别 的 定理 得 来 的 。 如 所 局 
知 ， 定 理 的 “ 链 ” 最 终 要 退 漳 到 公理 。 如 果 其 中 有 一 条 辅助 
的 定理 的 汗 明 是 非 害 接 的 ， 则 不 能 够 芙 正 地 称 该 定理 是 镁 下 
接 证 明和 的 。 现 在 ， 一 些 最 简单 、 最 基本 的 定理 已 经 是 非 交 接 
地 证 明 的 :所 以 ， 如 果 我 们 要 坚持 党 全 的 直接 性 ， 则 我 们 所 
拥有 的 定理 只 能 是 十 分 平 良 的 了 。 由 此 可 见 ， 这 种 看 法 是 十 
分 可 斐 的 ， 类 国 的 大 数学 家 哈代 (C. 开 .Hardy) 有 人 名 名 导 口 ? 
p.84] 

(D Bernard Shaw (1856—1950) ,英国 著名 的 戏剧 作家 ,批评 家 。-…- 一 译音 
© BAA The twenty-seven lines upon the cubic surface. 
© 原文 名 为 The Lehmus-Steiner- Terquem problem in giobal sur- 


vey,T] ETE Scripta Mathematica, 21(1955) , pp. 223—232,309— 312. 
HRE Mathesis, 44(1020), p.97. . 


18 


^V JL TB FRESTPRIEBS UAE ER ie BOE RUE EAR GR 
之 ~-。 它 比 任 何 一 种 着 棋 的 者 子 法 要 高 虹 ， 棋 - 玫 可 能 御 牲 一 
A-F, AR m AEN AMEEB EE ERE " 

J 题 

1. WHEAABC 中 ,B=12',C=132",BM 和 CM 分 别 
是 这 两 个 角 的 外 角 平 分 线 ， 其 端点 M 和 六 分 别 在 总 和 (C% 的 对 
边 上 。 试 不 用 三 角 酚 数 ， 比 较 这 两 条 外 角 平 分 线 的 长 ER 
竺 默 ,0 Bottema), 

2. 如 果 把 我 们 关于 定理 1.5.1 的 证 明 用 于 波 特 默 三 角 
形 ( 显 然 B<<C》 时 ， 什 么 地 方 通 不 这 ? 

3. 利用 $1.3 的 习题 7 给 出 斯 泰 纳 - 菜 软 斯 定理 的 “下 
HE" EB], 


$1.6 垂 三 角形 


图 1.6A 夯 出 了 一 个 锐角 三角 形 ABC RR Ipo O, W 
DH, 3—f PEF。 仔 细 观 察 这 张 图 能 知道 许多 东西 。 我 
们 首先 解释 用 同一 个 记号 a 记 图 中 若干 骨 的 理由 ， 这 里 的 4 
是 指 90 -A4。 如 果 仿 照 图 1.1A 画 出 入 J8C ， 则 这 个 三 角形 
53 AOA' C 是 相似 的 ， 所 以 人 A’OC = A, FE, SHAE 
OBC 的 每 一个 底 角 都 是 90"~A。 直角 三 角形 ABE fn ACF 

给 出 相等 的 人 EBA 和 LACF。 因为 LBEC 和 和 LBFC 都 是 
mE “所 以 四 边 形 BCEF KET, igan ZEBA f 
AL ACF 相等 。 同 理 ， 利 用 四 边 形 BDHF 和 CEHD 便 得 到 

HDF= l,HBF = Z/ EBF = / ECF = /ECH= /EDH. 


Q S495 LA. Henderson, Scripta Mathematica, 21(1956),pp. 309—310. 
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因此 HD 平分 人 EDF.， 

同 理 ，HE 平分 /FED, HF 平分 LDEF。 因 此 第 一 
个 有 趣 的 结果 是 ;三 角形 高 线 平分 它 的 垂 三 角形 的 内 角 。 把 ， 
AGERE TEE, MaA E. 

定理 1.6.1 8i f — PUE BED Eb PUE IND. 

在 图 1.6A 中 ， 我 们 已 经 看 到 人 HDF = DBO。 因 为 
HD 垂直 于 DB, ik FD 必定 垂直 于 OB. HA, D B 垂直 于 
OC , EF H OA, 


ZEE 

1 AEF ~ 
ADBF ~ NDEC 

— ^ ABC 
(图 1.6A)。 

2. 设 一 4 是 钝 
角 ， 重 画图 1.6A 
本 池 的 结论 有 哪些 

须 作 变动 ? 
图 1.64. | 3。 钝 角 三 角 
形 的 重心 是 它 的 垂 三 角形 的 一 个 偿 心 。 | 
4. ^Z/HAO-|B-C|. 


$1.7 中 位 三 角形 和 欧 拉线 

三 角形 的 各 边 中 点 的 联 线 构成 的 三 角形 时 做 中 位 三 角 
形 . 在 图 1.74A 中 ，A422BC 就 是 A4BC 的 中 位 三 角形 .其 
中 ， 我 们 已 画 出 两 条 交 于 G 点 的 中 线 ， 人 4BC 的 两 条 交 于 
点 的 高 线 ， 以 及 八 A4'B'C’ 的 两 条 交 于 点 的 高 线 。 仿 人 
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MEPE ZKA A pb A SsuuHgfudk. 

iov, AA'B'C'B93I A AE TI T AABC 的 xà, 所 以 这 
两 个 三 角形 是 相位 的 。 又 CB = BC/2， 所 以 任意 两 条 对 
应 的 线段 (不 仅 是 对 应 的 边 ) 之 比 是 1:2， 材 实 上 ,线段 有 BC7， 
C'A' , A'B'BAABC 分 割 成 四 个 全 等 的 三 角形 。 


A 


其 次 ， 我 们 看 到 AC A’B’ 是 平行 四 边 形 ， 所 以 AANE 
分 B'C’。 因 此 ， 信 A’B'C' 的 中 线 落 在 人 ABC 的 中 线 E, 
于 是 这 两 个 三 角形 有 公 葡 的 重心 <。 同时， 中 CC 的 中 点 了 
是 44 MPE. 

现在 ， 我 们 画 出 的 A42B2C 的 两 条 高 线 正 好 呈 A4BC 
的 过 AB fn BC HEES. Iit, AA'B'C'i 050 
问 时 是 人 4BC HD. 

因为 互 是 A4BC Hb, mi O ZAA B C 的 系 
心 ; 所 以 AE 20A/, Hi pE 1,3,2 可 知 AG 2 2GA', ii 


al 


i B AD FOA RRETH BC ， 故 它们 是 平行 的 ， 
因此 
HAG= /0A’G, AHAG~ AOA'G 
jf H. 
/AGH= ZA’ GO, 
KIERO, G, HZA EHH, +EH HG = 2G0， 

4838 1.7.1 任意 一 个 三 角形 的 恒心、 重心 和 外 心 共 线 。 
莽 旦 重心 把 重心 和 外 心 的 连 线 分 成 2:1 的 比 。 

这 三 点 所 在 的 四 线 吓 做 三 角形 的 欧 拉线 。 

让 我 们 更 加 细致 地 研究 图 1.7A， RITE HARARO 
fu B'C' ES P RERAN, AH,PN, A'O 3k 7 ZR £5 
MEEF B’'C’， 因 此 它们 是 互相 平行 的 。 因为 4P= PA', 

于 是 它们 的 间隔 也 是 相应 的 ，PAN 上 的 点 到 平行 线 A 和 
4 O 的 距离 相等 。 因 此 入 是 线段 HO 的 中 点 。 

我 们 已 围绕 A4 BC 的 边 B'C' 进行 了 讨论 。 如 果 把 
同样 的 推理 用 于 另外 两 条 边 ， 那 末 线 段 HO 是 保持 不 动 的 ， 
而 它 被 这 两 笨 边 的 垂直 平分 线 BLUR D. Bj HO 的 中 点 是 
T 所 以 A4 “85 的 三 条 边 的 垂直 平分 线 都 经 过 

. dul. NIGAXRAA' B CHIEDO, 

总 起 来 说 ， 中 位 三 角形 的 外 心 是 原 芋 角形 的 欧 拉线 上 的 
线段 HO 的 中 点 。 义 因为 人 A’B’C’~ 八 A4BC， 政 中 位 三角 
JE B 9E PEETRE AERAR AP £508 -- ^b, 

欧 拉 的 名 字 频 繁 地 出 现在 数学 的 许多 领域 中 ， 我 们 要 对 
欧 拉 作 一 番 介 绍 。 欧 拉 (L.Euler) 在 1707 年 生 于 瑞士 的 巴塞 
尔 。1727 年 ， 他 被 邀请 到 俄国 彼得 保科 学 院 工作 。1741 年 ， 
他 到 柏林 取得 了 普鲁士 科学 院 数 学 数 授 的 席位 。1766 年 ， 他 
EERIE, FELY 四 在 那里 工作 下 到 1783 年 逝世 
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欧 拉 是 位 孜孜 不 俊 的 工作 者 。 他 的 活动 丰富 了 数学 的 每 
一 个 领域 。 无 论 在 哪里 ， 骨 会 见 色 欧 拉 定理 ， 欧 拉 公 式 ， 或 
者 欧 拉 方 法 。 欧 拉 写 的 论文 有 473 税 是 在 他 年 前 发 表 的 ，200 
篇 是 在 他 死 后 不 久 发 表 的 ， 共 余 61 篇 发 表 得 较 晚 。 此 外 ， 他 
是 在 轨 共 配 鸡 的 条 件 下 完成 这 些 工作 的 ， 因 为 在 1735 年 他 有 

只 眼 器 失明 ， 而 在 1766 年 他 的 另 一 只 有 眼睛 也 失明 了 。 他 的 
计算 技能 是 十 分 惊人 的 ， 他 对 数学 的 下 党 是 非常 了 不 起 的 ， 
在 这 本 书 里 ， 我 们 还 要 一 再 提 到 欧 拉 的 名 字 。 

zj i 

1. RAEI B 转 代 图 1.14 的 方式 ， GRO ii i 
1.7A， 人 在 八 ABC 是 钝 角 三 角形 的 情形 ， 检 验 定 名 1.7.1 的 
uEB (SIE SC. 

2. OH? = 9R? — a? — b? — c8. 

3. DA’ -|b? c? |/2a, 


4. 如 果 人 4ABc 的 欧 拉 线 平 行 于 也 BC, I 
tanB * tanC = 3, 


$1.8. AAH 


为 叙述 方便 起 见 ， 我 们 在 图 1.7A 中 先 去 掉 几 条 £X. Bi 
添上 几 条 线 ， 结 果 得 到 图 1.8A， 其 中 兵 , 工 ,M 是 三 条 高 线 
上 的 线段 AH, BH,CH 的 中 点 。 让 我 们 来 看 一 看 从 过 张 图 
可 以 得 到 什么 样 的 结论 。 因 此 BC 是 两 个 三 角形 ABC 和 
HBC 的 公共 边 ， tl ibat 3 4r X d C',B' fg L, MF 
F, MELLRE: CB 和 LM Apt F BOCHER E% F 
BC 的 一 全 )。 同 理 ， 因 为 AH 是 三 角形 BAH fn CAH 的 公 
Jeu, EXER C'L 4| B' M 同时 平行 于 AHGEBKHEERS AH 
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H-E), FAR B'C'LM REG 3. mq BC 和 AH A 
鼠 相 垂直 的 ， 所 以 这 个 平行 四 边 形 实际 上 是 所 JE. MS, 
A'B'KL(CR C'A' MÉy4n ARABIE. Pd 此 AK, B'L,C'M t 
同一 个 加 的 三 条 过 
f$. mA 1.8 B 所 
^h. 

因为 ZA DK 
XE E f. xk 
I A K 为 直径 ) 
IED A SP, 
E Jn P Af TEX 
B]. dH, Ri] 
有 

定理 1.8.1， 
任意 一 个 二 角形 的 于 条 商 线 的 得 是 ，: 条 这 的 中 Li. 以 及 从 
Tí rx SE GOB AR YER uu, EEB 为 R/28g — ^ 
[8p 


TEE 赛 列 (J, 
V .Poncelet) 的 命名 ， 
该 贺 叫 做 三 角形 的 九 
L, MZrXIEA',B', 
C. 的 对 径 点 ， 所 以 
三 角 KLM 和 三 角 
JE A' B' C" 可 彼此 从 
; x17; £& llo Je $6180? 
E 1.8B 得 到 .显然 ,旋转 180” 
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RAT 全 等 三 角形 的 亿 置 五 换 ， 同时 也 使 蕊 "TT 

Hra, BE, AARAL HO 的 中 点 (已 记 作 人 )。 换 
句 通 说 ， 我 们 有 

定理 1.8.2 九 点 图 辕 心 在 入 角 形 的 欧 拉线 上 , TF ELE 
重心 和 外 心 的 距离 相等 ， 

这 两 个 定理 的 历史 有 点 d 清楚 。 由 区 (B. Bevan) F 
1804 年 在 一 本 英国 杂志 上 提出 过 一 个 问题 ， 似 乎 表明 这 两 个 
定理 已 经 知道 了 。 B HERMELTOSAS 汪 明 了 “ 垂 三 角形 和 中 位 
三 角形 有 同一 个 外 接 图 ”, 所 以 有 时 大 们 错误 地 把 上 面 两 个 定 
理 归 功 于 欧 拉 .让 到 现在 ,大 陆 忆 的 著作 者 还 香 各 把 九 点 圆 称 
为 “ 欧 拉 圆 .第 一 个 完整 的 证 明 是 庞 赛 列 (Foncelet) 在 1821 
年 发 表 的 。 再 后 来 ， 费 尔 巴 哈 ( 玫 ,KEeuerbach) 重 新 发 现 了 欧 
拉 的 部 分 结果 ， 还 添 进 了 更 多 的 出 人 意料 的 人 性质， 以 至 于 许 
多 著作 者 把 九 点 图 是 做“ 费 尔 巴 哈 圆 ?。 费 尔 巴 哈 定 理 说 : 九 
点 圆 和 四 个 三 重 相 切 贺 都 相 切 (我 们 在 $5.6 将 要 证 明 这 个 定 
BD. 


3 8 
I. 四 边 形 AKA’O( 图 1,8 A ) 是 平行 四 边 形 ， 
2. eus Ie 1,8 rb, AK, L, MIREA EF, 


3, AABC R9 ^r Te ALZE AT alode 的 九 点 贺 。 

4. 议 三 个 全 等 的 加 经 过 一 个 公共 点 ， 又 两 两 相交 成 三 
mA, HB n 则 这 三 个 己 知 园 的 其 辣 的 件 径 S T AABOC 的 
外 接 溯 全 径 ， 并 且 这 三 个 癌 的 公共 点 是 八 ABC 的 恒心 。 


© 指 欧 涛 大 陆 各 周 , 一 一 译 者 


5. JL EE E 8T 4 38. iic HH D ELE PROH FG 08 19 4 
|B-C|, [C- A|, [A-B]. 


$1.9 EZÉ 


wfm pE 
HE 38 8 35 3889 E 
随 三 角形 的 两 个 特例 ， 
如 图 1.9A, 设 了 是 已 知 
三 角形 ABC 的 任意 一 
个 内 点 ， 从 该 点 向 只 
CA, AB ü|3& £& PA,, 
PB, PC, Pm 
足 为 项 点 的 三 角形 
图 1.9A A,B,C, 称 为 人 4BC X 
于 “重点 "三 的 垂 足 三 角 
形 。 关 于 乙 是 内 点 的 限制 可 以 换 成 也 不 落 在 A4BC 的 ^- HE 
圆 上 (加 上 后 一 条 任 的 理由 见 $ 2.5 的 说 明 )。 显 然 ， 当 上 是 
重心 或 外 心 时 ， 我 们 分 别 得 到 垂 三 角形 和 中 位 三 角形 。 
让 我 们 仔细 地 考察 图 1.9A， 因 为 在 8,,Ci 两 处 是 下 角 ， 
故 这 两 点 落 在 以 4P 为 直径 的 圆周 上 ; 换 亚 之， 了 在 A4BiCi 
的 外 接 圆 上 。 把 正 引 定 律 用 于 A4BiC fil A ABC 则 得 


sinÁ ` AP, sinÁ 2R, 
因而 
AP 
BC =a 3R^ 
ja] BR, 
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于 是 我 们 证 明了 

定理 1.9.1 芳 设 年 号外 人 人 HS d T BER EIE x, 
y, z, Ws xE — FREE x Ko Hé 

ax by oz 
oR: 2R? 2R， 

自然 ，x=y=z= 是 我 们 所 熟悉 的 情形 ， 

考虑 垂 足 三 角形 的 重 足 三 角形 是 一 个 有 趣 的 问题 ， 同 时 
也 是 几何 学 中 今 人 爱不释手 的 、 富 有 想象 力 的 例子 。 它 首次 
MEA ATE 189247, 编者 纽 们 格 ( 了 .Neuberg) 把 它 增补 到 

4A (J, Casey) R9 4 AE. «BL HL P3 BECAS BLA A eio € 的 第 大 

" 在 图 1.9B 中 内 点 了 已 用 来 决定 人 4BC 的 (第 一 个 ) 垂 足 
三 角形 人 A1B.C,。 点 了 又 可 以 用 来 决定 信 41B1C Bg -— 
APAA BaC。， 我 们 自然 把 它 称 为 A4BC H «3 ^ 3kxR 
ZAW. BERTET AAB: C, HEE A EAA BC. 

—G— -角形 ”用 到 了 同一 个 重点 P， 和 采用 这 种 
术语 ， 纽 伯 格 的 发 现 可 以 说 成 : 

定理 1.9.2 ”第 三 个 牌 足 三 角形 与 原 三 角形 是 相似 的 ， 

正明 简单 得 出 奇 。 只 要 把 P 和 4 联结 起 来 ， 则 图 形 本 身 
实际 上 已 给 出 了 证 明 。 因 为 已 同时 在 三 角形 AB,C,, AB, C, 
4sBsC A,B3C, fl A4B,C, 的 外 接 圆 上， 于 是 我 们 有 

LCAP= /CBP= ZA,B P = /A,C,P 
= BCsP 一 LB; ÁA; P 

及 


O EPZ: A Sequel to tbe First Six Books of the Elements of 
Euclid. 
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ALPAB, = ZPC B, = ZPC A, = ALPB,A, 
一 ZP B,C = LPA,C,. 

换言之 ，4P 把 一 4 分 成 两 个 角 ( 在 图 中 分 别 用 单 阅 弧 和 双 贺 
媳 标 记 )》， 宇 们 分 别 等 于 在 B, 和 C 的 对 应 角 ， 双 等 于 在 C， 
和 B; 的 对 应 角 , d ONUS T TE A. 的 对 应 角 ， 因 此 AABC 
和 A 如 Pscas 在 4 和 4s 的 角 相 等 。 国 理 ， 这 两 个 三 角形 在 B 
fu B. 的 角 也 相等， 这 就 证 明了 定理 。 

有 趣 的 是 ， 在 网 上 渣 到 了 从 位 置 4 到 位 dA 的 “ 角 的 
HRR”: ERI RE RBA FR RRE T BEES 

Eai PEM H S JOE C.M. Stewart) {E ri JO. fh 


(D SR Am.Maih, Monthly ,vol.47 , Aug. -Sept. (1940), pp.462-——466, 
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TRECE n WERE n ps Rin XDÉ S8 n ME a] Ee ok dB 
Hy. Ri- TFA TAE R 25 US P 3E REUS 3312 B i B ZERO 2 
有 签 的 ， 

EEA REEE E ERA. RITE ZAER Y ERIT XU 
要 做 的 专 情 ， 从 熟知 的 事实 出 发 ， 讨 论 了 几 个 简单 的 、 然 而 
是 有 意思 的 事实 。 有 许多 问题 可 久 用 这 里 所 撤 这 的 方法 来 
解 。 其 中 有 些 可 能 是 谈 沦 公 经 见 过 的 众所周知 的 难题 。 下 面 
我 们 提出 鳌 个 耐人寻味 的 问题 以 结束 这 一 章 ， 

习 题 

1. 如 果 等 边 三 角形 ABC HEL AQ 延长 并 与 外 接 

问 交 于 点 了 ， 则 
1 1 J 
PB '* PC * pQ- 

2. 如 图 1.9C ,在 正方 形 ABCD 内 wj — S588E- SÉ 
P4， 使 它 在 底 边 AB LAKTE Æ 15°, MP, C, Dik 
个 等 边 三 角形 的 项 点。 

3. 者 在 平行 四 边 形 ABCD JHM ENRE RPB HPD, 
分 别 与 边 BC 和 DC 成 相等 的 角 ， 如 图 1.9D， 则 
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ACPB= /DPA. 
(自然 这 是 平面 图 形 ， 不 是 立体 可 

Jé!) 

4. 设 人 入 ABC X EWE-— fü 形 ， 
/ Bý ZC 380^  SEJCEXBDRI CE 
EZ Bd C 分 成 

605420? 及 30'-50', 
如 图 1.95。 求 人 EDB.， 

5. 如 果 过 等 边 三 角形 的 个 项 
直 作 两 条 直线 ， 把 在 对 边 上 向 外 画 的 
中 圆 分 成 三 段 等 绝 ， 则 这 两 条 直线 也 
把 对 边 分 成 三 条 相等 的 线 恨 。 


BoE px TENE 


尽管 希腊 人 在 儿 何 学 方面 ， 而 且 在 数学 的 多 种 
领域 里 获得 了 丰硕 的 成 果 ， 然 而 我 们 今天 已 处 处 超 
过 了 他 们 ， 在 几何 学 方面 肯定 也 是 如 此 ， 

F-z£&H8 


圆 -一 直 受 到 最 大 的 关注 ， 它 的 完美 无 缺 的 形状 还 影响 了 
哲学 家 和 天 文学 家 。 在 开 普 勒 (Kepler) 总 结 出 他 的 定律 之 
前 ， 认 为 行星 会 沿 着 不 是 圆 形 的 轨道 运动 BE X 个 可 思议 
的 。 现 在 ，“ 方 形 ”、“ 直 线 ” 等 字眼 的 含义 有 时 会 变动 ， 
但 是 圆 的 含义 却 始终 如 一 。 如 果 排 除 掉 迷 信 和 伪 科学 的 成 
4j, WWIBLKIH AR DAEERUDEESLAREH. 

HT ES BSBR d, dE IPLE ER UE IRA Ep A A Bk JLE 
代 发 展 而 来 的 几 个 最 有 意思 的 性 质 ， 以 及 它 和 三 角形 、 其 它 
多 角形 的 关系 。 


$2.1. AXTARA 


我 们 从 回顾 欧 几 里 得 原本 中 的 两 个 定 理 着 手 ， 焉 .35， 
关于 圆 的 两 条 弦 彼 此 分 成 两 部 分 的 积 ( 用 图 2.1A 的 记号 ， 即 
PAxPA' =PB x PB’); M .36, 3R — ri P m il o | Sl £X 
和 切线 相 比较 (用 图 2.18 的 记 亏 ， 则 工 4x 工 4 - PT?), 如 
果 我 们 把 切线 看 作 制 线 的 极限 ， 则 这 两 个 结果 合 起 来 就 是 ， 

定理 2.1.1 如 果 经 过 了 点 的 两 条 直线 分 别 与 圆 交 于 4 ， 
4A‘( 可 能 合 而 为 一 ) 和 8B,B‘( 也 可 能 合 而 为 一 )， 则 
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PAxPA!' - PBx PB, 
一 N 为 证 明 这 个 定理 ， 我 们 
A yg 注意 到 从 相似 三 角形 
/ i La PAB’ $p PBA' CENITE P Ab 
e c J 的 角 相 等 ) 得 到 


NU PA PB 
一 PB: = PAD 


"ER 在 图 2.1B 中 ,我 们 从 相似 三 
jq PAT u PT A^ 同样 能 
得 到 
PA PT 
PT PA”? 
Wk PAxPA'-zPT?*-PBxPB'. 
WR RS, 
d JA P 8 I a fo 
B XB BB, 
使 它 所 在 直线 经 过 己 点 
(假定 了 8 到 了 的 距离 比 
B /到 P 的 距离 远 )， 
当 P 了 在 圆 内 有时 (和 如 图 
2.1A)， 则 有 
APxPA!’ 图 2.1B 
=BP xDPB’=(R+Id) (RR-d)= Ra, 


当 己 在 圆 外 时 (如 图 2.1B7)， 则 寿 
PAxPA' =PB x PB’ 2 (de Ry)(d -R) = 中 -Raz 
方程 
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AP: PA zR?-d? 
- m ig T 
dug -个 公式 ， 

定型 2,1.2 设 0 
es Made 
DAD. BET 
ER , A Egi mon am 
ird ur OI, Wi 
è= RS 2rR, (2.1.2) 

k2. 1C mH T ZA 
Ig F8 $8 4) 25 DE MEM 图 2.1C 
与 外 接 加 的 区 点 荆 ， 已 中 不全 有 点 和 的 BC akh a.i LM 
是 与 BC mese 径 。 为 方便 起 见 ， 记 054/2, f = B/2,WI 
ABML= /BAL=a, /LBC= ZLAC =0, 
因为 人 4A4BI 在 工 的 外 角 是 


LCBILzacfz-/LBI, 


d 


KALBI 是 等 最 三 角形 : LI=LB, xk, 
R?*—-d*zLIxIA-LBxIA 


LB/LM 


=LM + -FYJTA 


IY 2LM (T . IY 
sindad 
-LM.IY = 2Rr， 
外 Ld2=R2-28r， 这 就 是 我 们 所 要 证 朋 的 公式 
XPT4EX— ERA RBS — 4 的 点 二 ， 我 
BET 
— R? 


3d 


RAAP ATZ. C4 P EAR, RE, SU P ER 
RE, ARRE wf (EDU EN, WAR., EAI, 
RME IUR K E 

PA x PA’, 
其 中 4, A^] EP 点 共 线 的 (E RP A Cm 3E P2. 1. 19g 
述 )， 如 杂 我 们 采用 牛顿 (Newton) 的 有 向 线段 的 构 念 ， 即 把 
下 线 上 的 有 向 线段 看 作 一 维 向 量 代 数 的 元 素 ， 使 得 

AP = - PA, 
则 对 于 任意 位 置 的 了 点 ， 前 面 给 出 的 了 的 军 的 表达 式 仍然 是 
对 的 。 在 一 条 直线 上 ， 两 条 有 向 线段 的 积 (或 商 ) 看 作 是 正 的 
还 是 负 的 ， 由 它们 的 指向 是 否 一 致 页 定 。 在 这 样 的 约定 下 ， 
方程 

d -R*-PAxPA! 
总 是 成 立 的 。 当 了 ÆA, W 
d?— R? = — (R? ~d?) = -APxPA’=PAxPA’, 
4 PER EI, MAMA 中 必 有 一 点 与 P 重合， 因此 有 一 
条 线段 长 度 为 需 。 实 际 上 ， 当 我 们 看 到 对 于 经 过 己 点 的 所 有 
WB CE). RER PA x PA’ 都 取 同 一 个 值 时 ， 就 能 用 这 个 
佳作 为 点 尸 关于 圆 的 靠 的 定义 了 。 
“此 ”这 个 词 是 斯 秦 纳 首先 用 于 这 种 意义 的 。 斯 索 纳 的 

名 字 在 第 一 章 已 经 提 到 过 ， 


>) 题 
1. 点 关于 牢 径 为 尺 的 圆 的 短 ( 在 代数 意义 下 的 ) 最 小 值 是 
多 少 ? MADERIN hii? 
2.&-T E, Am i ons foe C - ROB n S s ETT A 
3, — HK BTE U. DUAJLISI EREREKXEE C ， 
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4,1 PT 和 PU 是 从 了 向 两 个 同心 同 记 作 的 切线 ， 切 所 
TIAR., EAR PT 与 大 圆 Bx TO, pPT*- PU? 
= QT?, 

5. 三 角形 外 接 圆 千 径 至 少 是 它 的 内 切 圆 生 径 的 两 倍 。 

6. 用 7 RRRA ĠO T PES. 

7, RMA MRR, MCR EFEC 1.2, 284) 
n ARR An FARRER 70S. AP, A, B,C 是 任意 
四 点 ， 共 中 后 三 点 是 共 线 的 ， 则 

PA? x BC+ PB?xCA+PC?xAB+BCxCAxAB-=0, 

8. 设 经 过 A4Bc 的 重心 的 直线 与 各 边 RT X,Y,Z 
三 点 ， 利 用 有 向 线段 的 概念 证 明 

1 1 1 
GxX*GyY *cGz-9* 

9. 从 一 英里 4 高 的 山顶 紫 望 ， 则 地 平 线 有 多 远 ? 《假定 

地 球 是 直径 为 7920 英 里 的 球体 。) 


$ 2.2 两 个 圆 的 根 轴 


DUREE T ip — (ga O7 048) ,年轻 的 波 希 米 亚 的 流亡 
Ax E BUR PS ETSI ISTE A 2E CE HB DT n La 8 18] 
题 。 正 如 由 尔 所 讲 的 那样 , “这 是 与 初等 的 第 卡 儿 几何 的 粗 鲍 
H3 3& JJ TREE BOIS [REB -- S Pm 2 Ab f dE TER JLE 
(R Descarte) ME EA HRSINFHBSIPS SOR ER 意 看 她 
BIER Mv. 

(D 135Hi-1.60974 "8. ——1*3 

D TE-EJLAE A GX REXCHORBpAG. üdédpAcGk. Sf€ b GEM 解析 几何 
HARP. Fermat, 1601—1665), AREARE: 费 马 在 给 简 卡 儿 的 一 对 信 
里 给 出 了 解析 几何 的 主要 观念 。 
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煞 训 是 明显 的 ， 用 其 种 方法 能 够 得 到 的 解答 很 可 能 不 让 
mA ETR EAR, M PEGA ARA -AEM 
它 的 解析 证 明 不 会 比 通 — REB EE, mm HS 
一 系列 有 趣 的 这 ". 

定理 2.2.1 KPA} BALISE TR 7159 n 109 D 还 
REIR MID SRCA 

第 卡 儿 坐标 ， 任 意 两 点 (xz, 10 Ca. DL REP 


UC 


M 


(x-a)? Cy — b)?, 

I yb Cc, 2 9e Fo 25 €a, b), ERA r EAR AE 

d? r? = (x-a)? + (y -bX -r?, 
IFI BARG ERARA, V, HIDE 

(x-a) +0 -bY-r°=0, (2,2.2) 
E 1:5 B5 7I fRE CO -a)!-(Qy-by zr yh 明 iui 
(DARBEA T 2C n 的 点 的 轨迹 . 

所 疗 的 方程 进一步 写 

x? + y*-2ax -2by * c0 (2.2.3) 

IF CHR esa? rb? r, fECXQGIDBgEYXB 7g FERI cYa, BI 
x? + y? -2ax — 2by c, 

癌 心 在 同一 个 点 (ca.2)， 而 后 径 不 同 的 任意 -个 园 在 同一 形 
状 的 方程 ， 只 是 e 的 人 秆 有 所 不 同 。 而 任意 一 个 不 同心 的 贺 的 
方程 可 以 写作 


x? 4 y* —2a' x — 2b^ y c! - 0, (2.2.4) 
其 中 或 者 a'a, su b Ebh, GE D 玛 党 同时 发 ^ 这 样 ， 


对 于 定理 2.2. PD 不 -人 I eq 的 方 
程 吓 (2.2.3) 和 (2.2,4)。 关 于 这 两 合同 的 窟 相符 FUR Cx, v) 
的 轨迹 是 
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x? 4 y? .- 2ax MM ty -—2a/'x—-2b'y *c', 
ff xev, MERE 
(a^ — a)x +b’ cle — €), 
XE IE BERR, E ox Haa A HD. r£ 
XX T9] 7 B] 59 7 f E DAL S EB TA 
x*4-y*—2ax-cz-(, x? 4 y?—2a'/x--c' 20, (2.2,5) 
其 中 a'zka, Bok d xs ULIS 


ce! 一 


Sadara 


LRE FIT T s. EELT ioh xd. [E es 
X HEB TIEJLÍ EPIS ECAD EE a BUE SERES IS 
Ti" EUEXEY3«A. iE2.2A. FE, Wir 3E dh 
贺 可 以 表 成 更 简单 的 形式 

x? y?—2üx +e, x*-gy*:—-2a/x-c-0, (2.2.6) 


Bro BO LXRTEAPAX-0. hlxk3e, j£ x 0 EARO, y 


& 2.2^ 
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TARORA ADAE y* c. 

EninbrESEK ERER HER. JugRGEM BOT 
圆 站 接 表 成 (2.2.,5), 则 证 明 可 以 缩短 。 但 是 ， 这 样 一 来 ， 我 
们 就 丢掉 了 一 个 漂 党 的 引 理 ;对 于 雹 成 标准 形式 (2,2.3) 的 任 
意 一 个 圆 ， 一 般 位 置 点 (x, 妃 的 寡 等 王 该 圆 方程 的 左 端 表 达 
X. 

Ae T PALA ET Co A D) ETSI E) i R AL So PR 22 x P8 T D BIS 


A 
A^ | 


图 2.2B E 2.2C 


根 轴 ， 当 两 个 加 相交 于 4, A 两 点 时 (图 2,2B)， 每 一 个 交 
点 关于 两 个 圆 的 瑚 都 是 雾 ， 因 此 ， 直 线 44“ 就 是 根 轴 。 同 
理 ， 当 两 个 圆 相 切 时 ( 贺 2.2C )， 根 轴 就 是 它们 在 切 点 处 的 
公 菇 线 ， 


习 题 
I 工 .向 两 个 已 知 圆 所 作 切 线 的 长 度 相 等 的 点 的 胃 述 是 什 
VA 
2 . 当 两 个 圆 的 圆心 距 大 于 它们 的 年 径 之 和 时 ， 艺 们 有 四 
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ARZAUJE. AURAY PP ES. 
3. it PAB, AQB, ABR, 
P'BA,BQ’A,BAR’ 是 在 公共 边 
AB 的 同一 侧 的 六 个 相似 三 角形 
《在 图 2.2D 上 已 画 出 其 中 的 三 个 
三 角形 ; 作 它 们 关于 AB ByskIH 
"P-2y $5 BJ bc AED. 则 得 到 另外 三 个 
三 角形 )。 这 些 三 角形 的 不 在 AB8 
LEAN GGDpP,O,R,P',Q', 


R 都 在 同一 个 国 上 。 提 示 ， 比 图 2.2D 
较 4 和 了 关于 圆 POR RE, 


ARE au b, Wo o WREE, 7; T6 (2.2.30 € — 
E 

5, JA GR TEPIT- D. ARES ZEIRLO ELS £0 75 2E, ERE 
种 作法 适用 于 一 个 圆 包含 另 一 个 珊 在 内 的 情形 ， 


$2.5 共 轴 图 


方程 (2.2.6) 代 表 的 两 个 圆 ( 即 任意 两 个 非 Eo O E 

族 
x? +y? -2ax c c-0 

中 的 两 个 成 员 ， 其 中 6c 是 固定 的 ， 而 4 在 实数 范围 内 变化 
CH o 是 正 数 时 ， 要 除去 + c 之 间 的 值 )。 这 个 贺 族 称 为 共 
御 全 束 ， 因 为 其 中 的 任意 两 个 成 员 都 以 固定 的 直线 作为 连 
心 线 和 根 轴 ， 当 。 是 负数 时 ， 族 中 的 每 个 成 员 和 vy 轴 相 交 于 
国定 点 (0, +v ~0), 因 此 该 贺 束 是 由 所 有 经 过 这 两 个 定点 的 


OD 反射 可 以 用 来 解 许 多 几何 问题 ， 例 如 看 Yaglom 291, 
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MRA. Se, Ch coop, AGE ER Dro dj ow hes 
KALAU PO AZERA. o 为 正 数 的 情形 如 图 2,3 信 所 示 ， 


图 2,3À 


如果 在 三 个 非 共 轴 的 赔 中 每 两 个 者 是非 同心 的 ， 则 把 它 
们 两 两 配对 可 得 三 条 根 辆 。 半 于 这 三 个 网 的 幕 相等 的 点 必定 
落 在 这 三 条 看 线 上 。 友 过 来 ， AER BIA BUR Z5 ROS T 

= ZAAI m AE EAEE SAR. A tH 
nu ET TBU, NUASA EUN RR E 
是 有 

4EPR2.8.1 大 三 个 圆 的 图 心 构成 一 个 三 角形， 则 有 一 

ABE —AXTxLpB8 Eq". 


-— X di ERZS XGA BPO U. 
E 题 


1.ELAnH AS IEIASUIEOD P. PREP AB dhE 
TPS, MEH TP 平分 一 AT 
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2,16 2A PERREC LO, WAO 疝 这 二 个 
IL DE TERZA A8 URS UL ex e — P HL E, 


$2.4 再 论 三 角形 和 的 高 线 和 要 心 
上 上 一 章 已 讨 诊 过 的 外 接 
图 利得 进一步 研究。 图 2.4 
A pH yu ABC gp 
OO, Ex AMEZAA 
及 未 让 于 BC 的 POL =R, 
还 行商 线 4 =ha qu 于 在 
Bf 4 处 的 多 TH 5 3k. 得 到 
A ABD ~ NAAC, 所 以 


HJ 
ha = up (2.4.1) 


众人 人 BAC gi 3; Wi A SER fi] 
AhoAC= ZBAD =90 - B, 
则 得 
LDAA = A-2090 - B) Ac2B-(A B4 C) 
-B-C,., 

"BCiH. EE h US pH HT LDAA, =ZDAO, 车 
B<C, REER AAC AH BADR ERD RA, MEE 
ZCDAOZC-B, ER piai 

ZDAO=|B-C], (2,4,2) 
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[]2.4 B 表明 高 线 A4D, BE, CF 的 延长 线 与 外 接 圆 分 别 
相交 C D'QE',F' 三 点 .自然 HE GE QD. ME ZDAD 
= 人 FCB， 它 们 都 是 人 3B 的 余 角 ; 因此 我 们 用 同一 个 记 号 8 
记 这 两 个 角 。 又 有 BCD/ 

-ZBAD', Bp FA ti 18 
ZBCD’ iti 0, 因为 直角 
三 角形 CDH 和 CDD' zx S, 
lix 

HD-DD'. (2,4,3) 
lj, HE-EE', 

HF-FF'. 

因为 以 AB 为 直径 的 贺 
£$ xL D, E W à, ,由 定理 
2.1.1586 

HAxHD -IIBx HE, 
图 2.4B In] BR , 

HBxHE-HCXxHF, 


因此 
HAx HD= HBx HE=HC wx HF. (2.4.4) 

X,Y,Z 分 别 是 边 BC,CA,AB 上 的 任意 A, MAX 
瓦 线 AX, BY ,CZ 为 直径 的 圆 分 别 £5 xt sk E D, E, FER 
2.4C 上 已 画 出 了 后 两 个 圆 )。 (2.4.4) 式 中 三 个 相 等 的 表达 
式 分 别 是 总 关于 这 三 个 圆 的 需 。 因 此 兄 是 这 三 个 圆 的 根 心 。 
这 样 ， 我 们 证 明了 两 个 有 趣 的 定理 ， 它 们 常常 是 作为 难题 出 
ANB, 

定理 2.4.5 以 任意 两 条 塞 瓦 线 为 直径 的 两 个 圆 的 根 轴 
几经 过 三 角形 的 甜心， 
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定理 2.4.6  H JL REIR DU £589 3E dita i PT 
心 。 

另外 ， 下 面 的 简单 考虑 了 出 导致 同样 的 结果 。 设 AD 是 从 
4 引出 的 高 线 ， 经 过 4, 的 共 轴 图 束 可 以 说 成 是 以 经 过 妥 
点 的 赛 瓦 线 为 直径 的 圆 组 成 的 集合 。 AB 和 AC 就 是 两 条 这 
FE BU E ik. xt. Dp BC,CA,AB 为 直径 的 圆 两 两 相交 ， 
并 以 高 线 作为 它们 的 根 轴 ， A 
于 是 吾 是 它们 的 根 O. CH 
此 可 网， 高 线 的 共 点 性 可 以 
看 作 定 理 2.3.1 的 特例 )。 因 
此 ， 玉 关于 所 有 以 塞 瓦 线 为 
IE. CR BS D] e SER, 

在 定理 2.4.6 中 ，“ 非 
共 轴 ”一 词 值得 注意 ， 它 的 
意思 是 三 条 塞 无 线 不 能 是 从 图 2.4C 
A ABC 的 同一 个 顶点 引出 的 。 在 下 一 个 定理 中 ， 我 们 会 看 
到 它 强 含 着 更 半 富 的 内 容 . 

如 果 加 上 一 些 非 实质 性 的 条 件 ， 则 从 定理 2.4.6( 用 于 案 
瓦 线 AX,BY,CZ) 可 以 得 到 几 个 馈 有 趣味 的 问题 。 尽 管 定理 
中 的 三 条 塞 瓦 线 不 必 是 共 点 的 ， 但 是 假定 它们 是 共 点 的 ， 则 
更 能 迷惑 人 。 这 样 ， 我 们 有 下 面 的 问题 ， 车 以 三 角形 的 中 线 
《可 换 成 高 线 和 角 乎 分 线 ? 为 直径 作 圆 ， 则 这 三 个 圆 的 根 心 必 
是 三 角形 的 垂 心 。 

三 条 塞 瓦 线 不 共 点 的 最 有 意思 的 情形 是 ， 假 定 X, 了 ,2Z 
是 分 别 落 在 BC ,CA,AB( 或 它们 的 延长 线 ) 上 的 共 线 点 ， 如 
图 2.4D。 迹 样 ， 我 们 可 以 把 关 , B,C 说 成 是 AAYZ 的 各 边 
上 的 共 线 点 ， 把 Y,C ,4 说 成 是 八 BZX 的 各 边 上 的 共 线 点 ， 


43 


图 2.4D 

EZ, A, Bii ACXY 的 各 边 上 的 共 线 点 ,因此 ,以 AX， 
BY ,CZ 为 直径 的 图， 两 两 之 间 的 根 轴 经 xLHs M, 
个 圆 的 两 两 之 间 的 根 轴 也 经 过 男 外 三 个 三 角形 的 鸽 心 。 因 为 
这 四 个 重心 明显 地 是 不 同 的 ， 故 这 三 条 根 轴 必定 重合 。 这 恕 
证 明了 。 

定理 2.4.7 ”如 果 四 条 直线 后 此 相交 成 大 点 4,B,C LA, 
Y.Z, fiifà XBC,YCA,ZAB, XYZ 是 共 线 点 组 , 则 以 AX， 
BY ,CZ 为 直径 的 圆 必 闪 办 ， 四 个 三 角形 AYZ,BZX,CXY, 
ABC 的 重心 必 共 线 。 

三 角形 及 其 高 线 的 男 一 个 性 质 如 图 1.3C 所 示 ， 如 来 我 们 
和 仔细 地 检查 这 个 图 ， 则 可 知 ， 正 如 如 是 和 人 ABC 的 xD. A 
点 是 人 HBC 的 恒心 ，B 点 恰好 是 人 如 4C 的 SD, C né 
AHAB 的 垂 心 。 这样 的 构图 ABCH 称 为 重心 四 角形 ， 包 有 
许多 有 趣 的 性 质 。 在 此 仅 举 一 例 : 若 ABCH iA eN 
角形 ， 每 取 三 个 顶点 所 作 的 三 角形 共有 四 个 ， 则 这 四 个 三 角 
形 有 相同 的 外 接 圆 侍 径 ， 

最 简单 的 证 明 是 利用 方程 (2.4.3) 和 图 2.4B. 在 该 图 中 ， 
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AH BC 和 AD BC 是 全 等 的 ， 故 它们 的 外 接 TIAE. PO 
ANABC 的 多 接 图 会 等 于 人 HBC i a A” A DIA 
个 三 角形 的 外 接 圆 也 与 它们 全 等 。 


J 8 
1. 次 线 延 长 线 与 外 接 圆 的 交点 所 构成 的 三 角形 相似 于 


358 — HK. 
2. dX AABC 的 内 角 平 分 线 延 长 与 外 接 圆 相交 于 上 ， 
M,N， 试 用 角 A4, B,C 表示 和信 LMN WATR. 
$2.5 MBARA 
如 果 从 点 了 向 三 角形 ABC 的 备 边 引 垂 线 ， 则 它们 的 垂 
足 汉 入 构成 三 角形 A1B.C1( 即 $1.9 所 讨论 的 和 王 足 三 角形 )， 
更 在 我 们 考虑 一 落 在 外 接 圆 上 的 例外 情 形 ， 如 图 2.5A。 为 
确定 起 见 ， 假 定夺 落 在 外 接 圆 的 不 包含 总 点 的 踊 CA E, F 
且 它 到 C 点 的 距离 不 小 于 它 到 4 点 的 距离 。 其 余 的 状况 都 可 
以 通过 重新 命名 4, 了 ,CC 来 处 理 。 因 为 在 A, B.C, 处 是 让 
f8, PAP EIE A ABC, A A,B,C ftt AAB,C, 的 外接 圆 上 ， 
政 
ZAPC 2180 -B= /C,PA,, 

PL ELAP A, 得 

ZA PC = CIP4， 
因为 A1,C,P 了 ,Bi 在 一 个 加 上 ， 故 

ŻA PC = LABC; 
又 因 为 A,31, 了 ,Ci ÆA, ie 

CPA= /CB,4h, 
于 是 

ZAB,C = ZC,B,A, 
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BI A, B, C, 是 共 线 的 ; 此 果 ， 垂 足 三 角形 是 “退化 ”的 . 

有 反 过 来 ， 如 果 了 点 的 位 置 使 相应 的 羽 足 三 角形 是 迟 化 
的 ， 显 然 了 必定 溢 在 人 4ABC 的 一 个 角 的 内 部 ， 且 在 该 角 对 
边 的 外 侧 半 面 区 域内 ， 适 当地 重新 命名 顶点 ， 总 可 以 假定 上 
面 所 说 的 角 是 已 ， 而 点 C1 落 在 边 B4 的 从 4 点 出 发 的 延长 
线 上 ， 如 图 2.54。 于 是 我 们 可 把 上 面 关于 角 的 讨论 道 转 过 
来 ， 得 知 了 点 在 外 接 圆 上， 因此 有 

定理 2.5.1 从 一 点 向 三 角形 的 各 边 所 35| 惟 线 B9 3e x 3 
线 的 充分 必要 条 件 是 ， 该 点 落 在 三 角形 的 外 接 贺 上 。 

这 三 个 垂 足 所 在 的 直线 时 做 该 点 关于 三 角形 的 西 姆 松 
线 。 罗 伯 特 。 西 姆 松 (1687 一 1768) 在 几何 学 和 算 术 方面 都 有 
一 些 页 献 。 例 如 他 上 发现 ， 如 果 廊 是 裴 波 那 契 数列 1,1,2,3,5， 
8, 13, 21,，34，55，… 的 第 ?项 ， 则 亡 fay- 
[E 146971680 把 西 姆 松 线 归于 他 的 名 下 ， 则 是 因为 它 是 
姆 松 的 几何 观念 的 典型 代表 。 然 而 历史 学 家 想 从 他 的 著作 中 
发 据 出 西 姆 松 线 却 是 徒 世 的。 实 际 上 ， 西 姆 松 线 是 1797 年 
由 华 列 士 (W .Wallace) 发 现 的 ， 


图 2.5À 图 2.5B 
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3 B 

1. &AABC 有 一 个 角 是 钝 角 ， 则 定理 2.5.1 的 证 明 是 
否 要 修改 ? 

2. 同上 的 什么 样 的 点 恰好 以 CA 为 它 的 西 姆 松 线 ? 

3. 是 否 有 点 洲 在 它 自己 的 西 姆 松 线 上 ? 这 是 一 些 什么 

4. 图 在 8,C 两 点 的 切线 相交 于 4 点 ， 如 图 2.5B 所 示 . 
ix A,B,C, ÆRE AÉ ABC 对 于 圆 上 任意 一 点 了 上 的 垂 足 
三 角形 ， 则 

PA? - PB, x PC. 

$2.6 托 勒 密 定 理 及 其 扩充 

利用 西 姆 松 线 的 构 念 可 以 导出 一 个 十 分 有 用 的 定理 。 少 
佬 图 2.54A， 尽 管 “ 垂 是 三 角形 ”4 BC 是 退 化 的 ， 但 是 它 
的 “《“ 边 ”长 仍旧 是 由 定理 1.9.1 给 出 的 ; 


as AP b.BP c CP 
e = AB = pR 


KHI AB, +B C, =AC, RISER ceCP ca AP =b.BP, 
RẸ 
AB x CP + BCx AP = ACx BP, 

因为 ABCP 是 圆 内 接 四 边 形 ， 于 是 我 们 证 明了 托 动 密 
(Ptolemy) 定理 ; 

定理 2.6.1 车 四 边 形 内 接 于 贺 ， 则 它 的 两 对 对 边 的 乘 
只 之 和 等 于 它 的 对 角 线 的 乘积 ， 

托 勒 密 定理 有 道 定理 。 因 为 当 B. REFERERA C 上 的 
任意 位 午时， 方程 AB, +B C = AU, 必须 换 成 “三 角形 不 
ARA 


AT 


A B, Y BU, A,C,, 
XX BL A H 
ABxCP +BCxAP>ACxBP, 
因此 有 
定理 2.6.2 WA PREX EABCISAHAEDI B 0 CA 


Ek. Bu 
AB x CP - BCx AP AC x BP, 


习 题 
1, 设 志 是 等 边 三 角形 ABC 所 在 平面 上 的 任意 一 点 ， 
Wu Bà P dede TEXEPRIEBIBOSKCA E, galt 了 C+PA= 
PB, 3 PC + PATPBOLURSR S -个 有 趣 的 应 用 请 看 [23， 
pp.11—12p. 
2, T PIEIEJ/JÉEABCDRS "HEB CD Lt, Wu 
PA(PA « PC) - PE(PB  PDy, 
3. 如 图 2.64， 一 个 图 过 平行 四 过 形 4B8CD 的 项 点 人 44， 
并 且 在 它 的 两 条 边 和 一 条 对 角 线 上 截 出 P,R ,0 三 点 ， 则 
AP x AB+ AR x AD = AQ x AC, 
Hb. HEEHO 6 DUH-FPUCZ POR4， 然 后 把 三 角形 POR 
的 边 换 成 相似 三 角形 CB4 的 对 应 边 。 


32.7. 再 论 西 姆 松 线 


及 婚 松 线 有 许多 有 趣 的 性 质 ， 共 中 有 -- 些 是 很 值得 研究 
的 。 我 们 从 考 终 图 2.7A 着 手 。 该 图 和 图 2.5A 一 样 ， 只 是 
EIRP A ERHO RTU, JEE EH TEAU, 
从 辐 内 接 四 边 形 PAUC 和 PB, AC 知道 
LPUA= /PCA= ZPCB,- LPAB,, 
因此 直线 AU 与 西 姆 松 线 ALB, 太行， 


图 2.78 


现在 我 们 比较 点 了 的 西 姆 松 线 和 另 一 -点 忆 (自然 也 在 外 
接 加 上》 的 是 好 松 线 。 这 两 条 西 好 雁 线 之 间 的 来 角 恰 好 是 与 
EMA pl Tr OE ex AU ,AU' 之 加 的 类 角 UAU', 见 图 2.7B， 
HAr PU P'U' W3EECTBC, Br EHRE, M 
IER PP? 和 CU 相 等， 这样 


ZU AU! « ZUOU' = 二 人 POP'， 


Ak 


BOEIBSUO RU. WD 
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ZUAU' =} ZUOU' = - 2- Z POP' , 


于 是 我 们 证 明了 ， 

定理 2.7.1 在 外 接 圆 上 任意 两 点 已 和 P'Bgp A AR 
IR] Hg 3c 338 T 9K P^ 已 的 度数 的 一 全 。 

Jn 31i 152 8 xà P RP 
HRE 匀速 运动 ， 则 四 线 
AU 绕 点 4 以 结伴 和 角速度 朝 
相反 的 方向 作 色 速 转 动 : 当 
忆 扫 过 整个 外 接 贺 时， 直线 
AU 恰好 翻转 它 的 指向 。 与 
此 间 时 ， 西 姆 松 线 将 绕 着 一 
个 连续 变动 的 旋转 中 心 作 相 
应 的 转动 。 事 实 上 ， 西 姆 松 
线 的 包 络 是 一 条 美丽 、 匀 称 
Bip 2€, pk 为 “斯 Ze 4 
Ayo U0 或 三 尖 曲 线 。 弗 莱 
f9 (T .J . Fletcher) 制作 的 影 
片 “ 西 姆 松 线 ”十 分 清晰 地 
iB I PHARA 线 的 上述 运 
3. 

为 了 继续 进行 研究 ， 我 们 考察 图 2.7C， 即 在 图 2.4B 和 
图 2.74 中 添上 辅助 线 HP,D’P( 和 BC 相交 于 8 ) 和 HQ CE 
长 后 和 PU 相交 于 WY)。 因 为 五 D 和 PV 都 垂直 于 BC， 方 程 
《2.4.3) 说 明 三 角形 OH D' 和 QPV EE. RZ, HV 
je D'P 在 关于 BC 的 反射 下 的 像 。 因 为 
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/D'HV = /PVH = /D' PU = /D' AU, 


所 以 直线 HV 平行 于 AU， 而 后 者 是 平行 于 点 二 的 西 姆 松 线 
的 ， 

最 后 我 们 看 到 ， 在 人 人 PHY h, Hi A1B, 平 行 于 边 
HY 且 平分 边 PY( 于 4D)。 因 此 ， 它 必定 平分 另 一 边 PH, 

定理 2.7.2 ”外接 圆 上 任意 一 点 的 西 姆 松 线 平分 该 所 和 
重心 的 连 线 。 

以 上 所 说 的 只 是 西 姆 松 线 这 个 专题 的 导论 。 它 们 还 有 主 
多 别 的 性 质 ,我 们 不 得 不 址 扯 地 把 它们 留 给 别 的 书 去 讨论 了 。 


J s 
]. 外 接 圆 上 对 径 辟 的 西 姆 松 线 是 互相 垂下 的 ， 莽 且 相 
区 在 九 点 圆 上 。 
2， 设 ABC 是 圆 忆 的 内 接 等 边 三 角形 ， 了 是 圆 上 任意 
— Mo Wü PROVSIS ERE T 2 FI OP. 


$2.8 BIRER 


这 个 定理 的 出 现 已 有 相当 长 的 时 间 了 。 它 可 叙述 成 〈 自 
图 2, 84); 

定理 2.8.1 在 同 内 经 过 攻 PQ rh à M mii poi 28 55 A BARI 
CD; igikADRUGBCAE A5 PO 相交 于 X 和 工 ， 则 邓 是 XY 的 
中 成。 

这 个 定理 的 证 明 有 很 多 ， 共 篇 幅 和 难度 各 有 所 异 。 有 三 
个 证 明 是 州立 尼 沃 克 学 院 的 卓 尔 (2Zo11) 博士 提供 的 . 据 他 说 ， 
其 中 有 一 个 证 明 吓 霍 纳 (CW.G .Horner) 在 1815 EIEH. Æ 


ol 


IER E DNI EE ACE: 
EARI 发 Ep. CHAR 
Ui, 一 个 中 Ed Es M. 家 EE Ei 


Lair CT ep r E.M t1 
AUR. T AEN X. 万 一 
^ BE HH RT gu (R. Joun- ` 


son) pg 42 U7*759,.— i e Ag 

的 证 时 要 用 到 射影 
fi torte 这 里 所 纹 的 
图 2.8A 证 月 虽然 不 十 分 短 ， 但 是 它 

是 简单 的 、 易 记忆 的 。 

AX fu Y da ABqujse£z x, $1 9,, Ug CD mj £5 xo 和 y,， 
为 方便 起 见 ， 记 4a= PM S MO. x « XM, v- MY, 由 成 对 的 
HERM 和 Mo Mx IM y, , Ax ENC y, Dxs 科 By 分 别 可 得 


X Xi x X2. Xx, AX Xo XD 
Y V Y W y, CY? y, YB* 


Soon X xo 4 AXXXD _ PXxXQ 
: Y Vs Vy Y, CYxYB | PYxYQ 


zj 题 
1, 在 图 2.5A 中 ，AC 和 BD E PO( 的 延长 线 ) 相 
RFH MARIME SHE. , 
o 4 
(D 中 国 吉 代数 学 罕 素 九 闪 在 《 数 BILES (124T4E) P B GR Y 393 RE BL 
HERE, XIEZDSTIXÓu£d. — RH 
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2, WPTHPBICWBQSIA UE, ABEEB niBgife. 
“如是 从 了 向 AB 所 引 的 垂 线 ， 则 AP 平分 TH, 

3. iA ABC 的 内 切 圆 (网 心 为 了 ) 与 边 BC 相 切 于 XX， 
4 是 该 边 的 中 点 ， 则 4 到 的 延长 线 ) 平 分 AX, 


y2.9 XZE 


万 等 几何 中 最 全 人 惊讶 的 定理 之 一 是 莫 莱 (FF .Morley) 
在 1904 年 左右 发 现 的 全, 莫 菜 是 小 说 家 克利 斯 洒 夫 ' 莫 玉 的 
父亲 ， 克 ， 莫 菜 的 作品 “ 左 必 的 雷 声 ”(Thunder on the 
Left) 控 时 间 发 展 的 线索 特别 投 合 几 何 学 家 的 将 好 )。 他 在 给 
英国 剑桥 的 一 位 朋友 的 信 中 提 到 了 这 个 定理 ， 后 来 过 了 20 年 
李 在 日 本 发 表 ， 在 此 期 间 ， 该 定理 再 次 被 发 现 着 作为 问题 出 
MÆ AIRY (Educational Times) E. EZ A Z RA 
两 个 ,其 中 之 一 是 纳 拉 尼 思 加 上 M.T. Naraniengar) 给 出 的 ， 
他 的 证 明 是 很 简洁 的 。 这 个 定理 是 

”定理 2.9.1 将 任意 三 角形 的 各 角 三 等 分 ， 则 每 两 个 角 

的 相 邻 三 等 分 线 的 交点 构成 一 个 等 边 三 角形 . 

纳 拉 尼 思 加 的 证 明和 需要 一 个 预备 定理 (看 图 2,94): 

引 理 ”车 四 个 点 Y’,Z,Y :2 满足 条 件 

Y'Z-ZYzYZ', 
LYZY'-7; Z'YZ-180^ - 207560?, 

则 它们 落 在 一 个 圆 上 .此 外 ,如 果 在 直线 Y Z^ 的 远离 了 的 一 
MAA, ELY AZ! = 3o， 则 第 五 点 4 也 在 同一 个 圆 上 。 

为 了 证 明 这 个 引 理 , 我 们 作 两 个 相等 的 角 YZY’ 和 2 Y2 
的 下 分 线 , 设 它们 的 交点 是 O。 则 人 OY’2Z, AOZY , AOYZ' 
© @ Mathematical Questions and Their Solutions from the Educational 
Times(New Series), 15(189090, p.47. 
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古 三 个 全 等 的 等 腰 三 角形 ， 底 角 是 90” -a d d898EOY', 
0Z,OY,02' 是 以 0 为 圆心 的 一 个 圆 的 件 径 ， 它 们 在 公共 M 
NO BS 顶 角 是 24. da 5) i5 A, i YZ, ZY, YZ 在 圆心 0 
所 张 的 角 都 是 22， 因 而 它们 在 不 包含 Y 的 弧 Y'2Z/ 上 的 
任意 一 点 张 的 角 都 是 &C。 这 段 弧 可 以 说 成 是 对 于 UL YZ 
的 张 角 是 3e HACER Y^ Z^ 的 不 含 了 的 一 侧 ) 的 轨迹。 
现在 4 恰 是 这 样 的 一 个 点 ， 故 AZAL. 

现在 我 们 已 为 定理 2.9.1 本 身 的 证 明 作 好 了 准备 。 在 图 
2.98 中 ， 设 角 B = 36 的 三 等 分 线 与 角 C = 37 的 三 等 分 线 相交 
TUsUX, 在 入 BCU 中 ，BX 和 CX 分 别 是 角 B 和 C 的 内 平分 
tks HEX 是 人 ABCDU 的 内 心 ， 故 UX 平分 角 U。 3 在 直线 
CUS$QgBU Ex Y 408 Z, 使 XY 和 XZ 分 别 在 XU 的 两 旁 成 30” 
fg, WJAUXYzAUXZ, XY 2 XZ, 因为 在 XX 的 角 是 60, 
所 以 人 XYZ 是 等 边 三 角形 。 

AUZY 也 是 等 腰 三 角形 ; 它 的 角 U 就 是 和 人 UBC 的 角 U， 
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图 2,9B 
而 后 一 个 三 角形 的 男 外 两 个 角 是 26 和 2y， 因 此 和 UYZ 在 Y 
FIZ ARERR +y. 
iia-A/3, IAA4 BC «1807? 48] 
a+P+y=60°, ]f-v-60'-a, 


这 样 
£.YZU-60"-a, | £4 XZU -120' - o, 
接着 ， 我 们 在 BA 上 取 BY’ = BX, 在 C4 上 取 CZ' -CX, 
现在 我 们 有 
ABZXzABZY', ACYX=ACYZ', 
所 以 
Y'Z-ZX -ZY-YX-YZ. 
iEJH3 8 z WD, wak YZY n Z'YZ ffl, £A 
而 这 是 于 分 向 单 的 。 因 为 相等 的 角 BZY7“ 和 ZX 有 相等 的 补 
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f8, ik 
LUZY’ = /XZU z120^—a, 
Z Y ZY' =/ YZU + /UZY' 
-(60 —-20)-(120' —0) = 180^ — 24, 

SB, / Z^YZ-180'-2a, EAR, a=4A/3<60°. 

根据 引 理 ， 五 点 Y’,Z,Y,2Z’，A 都 在 一 个 BE. AA 
TH53E RU oz Y Z,ZY,YZ' 在 A 点 张 成 相等 的 圆周 角 9, 故 AZ 和 
AY 是 八 ABC 的 角 A 的 三 等 分 线 。 换 名 话说 ， 为 构造 等 边 三 
角形 而 作出 的 点 %, ,2<， 实 际 上 就 是 莫 芋 定理 中 所 说 的 交 
点 ， 定 理 得 证 。 

习 题 

1. 设 角 的 三 等 分 线 42 和 CX( 延 长 ) 相 交 于 点 VV，BX 
和 和 AY 相交 于 点 W， 则 三 条 直线 UX,VY, WZ Ekap. E 
用 射影 几何 的 语言 ,这 就 是 说 三 角形 LY W 和 XYZ 是 透视 的 ， 
一 般 说 来 ，UVW 不 是 等 边 三 角形 。) 

2. 对 于 什么 样 的 三 角形 4BC，AY’'ZYZ' 恰好 是 正 五 
角形 ? 

3, 当 A48C 是 等 边 三 角形 时 ， 四 个 点 YY ,QZ ,2 B 
于 一 个 正 九 角形 的 顶点 ， 其 中 A 点 与 ZY 边 相 对 ， 

4. 设 三 角形 的 三 个 内 角 是 3Q, 3p, 3y, 外接 贺 第 径 是 R， 
fup E 3e — 46289 x2 K: Je SRsina-sinf*siny, 

5. BÉEAURBCZ'Y'iy3uZ'Y'! EAZ Y =YZ = ZY'!, 
息 形 的 中 心 兴 与 也,Q 成 等 边 三 角形 ， 则 BX 和 BZ 三 得 分 将 
fg B, 
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ETR RERI AA 


ir d 5 4 9L, 

把 它 推进 又 拉 开 ， 

次 到 它 成 为 正方 形 和 长 方形 ， 
仿佛 是 欧 几 里 得 原本 的 第 二 卷 里 
精巧 复杂 草图 形 。 | 
C.L., SĀ 


在 讨论 三 角形 和 四 角形 (或 四 边 形 ) 的 若干 深入 的 性 质 之 
后 ， 我 们 将 转向 射影 几何 的 领域 (只 涉及 很 少 的 一 部 分 内 
容 )。 系 统 讲 述 这 个 信人 和 神往 的 题目 只 得 留 给 别 的 局 去 完 
成 ， 但 是 它 的 四 个 最 基本 的 定理 应 当 在 这 里 讲 ， 因 为 它们 能 
用 欧 儿 里 得 的 方法 来 证 明 ， 实 际 上 ， 基 中 的 三 个 定理 是 十 分 
古老 的 ， 在 它们 被 发 现时 ， 还 不 可 能 采用 别 的 方法 。 所 有 这 
些 定理 或 者 涉及 共 线 性 ( 某 组 点 落 在 一 条 直线 上 )， 或 者 与 共 
点 性 有 关 ( 革 组 直线 经 过 一 个 点 )。 只 要 我 们 体会 到 ， 在 许多 
情形 下 平行 线 的 举止 仿佛 是 一 组 共 点 的 直线 ， 则 就 达到 了 射 
X5 JL fa H9 SEAT. 


$5.1 四 角形 , 瓦 里 农 定理 


所 谓 多 角形 是 指 若干 点 ( 称 为 顶点 ) 及 相同 数量 的 若干 让 
线段 〈 称 为 边 ) 组 成 的 图 形 ， 即 它 是 平面 上 一 个 有 序 的 成 循环 
图 的 点 组 以 及 连结 各 对 相 竺 点 的 线段 组 成 的 封闭 图 形 ， 工 且 
要 求 其 中 任意 三 个 埋 接 点 都 不 共 线 ， 换 名 话说 ， 多 角形 是 平 
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iB EB)—42& HIDE. CR nA. n 条 边 的 多 角形 称 为 7 
角形 ( 照 字面 上 的 意思 ， 它 是 有 7 个 角 的 图 形 )。 除 了 n=3 
4 两 种 情形 外 ， 7 角形 常用 希腊 名 称 来 称呼 ， 如 五 角形 是 
pentagon(n =5), 六 角形 是 hexagon(n = 6), 等 等 。 对 两 种 最 
简单 的 情形 ， 则 常用 拉丁 名 称 triangle(n —3) 和 quadrangle 
(n=4),， 而 不 用 trigon 和 tetragon( 但 是 trigon 在 三 角 学 
trigonometry — i] PEHARA). 自然， 我 们 应 该 不 支持 、 
也 不 鼓励 把 四 角形 号 做 “四 边 形 ”。 (在 射影 儿 何 里 ， 边 是 
指 整 条 直线 ， 而 不 只 是 线段 ， 在 表达 不 同 的 意思 时 ， 这 两 种 
术语 当 常 都 需要 ，) 

四 角形 的 两 条 边 看 它们 是 否 有 公共 项 点， 分 别称 为 相 邻 
的 和 相对 的 。 同样 ， 两 个 顶点 是 相 邻 的 还 是 相对 的 ， 看 它们 
是 天 属于 同一 条 边 ， 联 结 两 个 相对 顶点 的 线段 称 为 对 角 线 . 
这 样 ， 四 角形 ABCD 的 边 是 AB,BC,CD,DA, xj fü £X JE 
AC fj BD. 


D 
D —— 
A C P 
$ 
A 一 一 一 一 一 C 4 一 一 一 一 一 一 C 
图 3.1A 


在 图 3.1A 中 ， 我 们 看 到 了 三 个 截然 不 同 的 四 FOE. A 
四 角形 ， 它 的 两 条 对 角 线 都 在 四 角形 的 内 部 ， 上 四 角形 ， 它 
的 一 条 对 关 线 在 内 部 ， 另 一 条 对 和 角 线 在 外 部 ， 交 又 四 角形 ， 
两 条 对 角 线 都 在 四 角形 的 外 部 ， 

自然 ， 凸 四 角形 的 面积 定义 为 它 的 一 条 对 角 线 所 分 成 的 
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[53 ^ —— P ERI ra A 2 A: 
(ABCD) « (ABC) + (CDA)  (BCD) + (DAB), 
村 使 上 述 公 式 对 中 四 角形 也 适用 ， 必 须 把 三 角形 的 面积 根据 
它 的 顶点 的 次 序 成 反 时 针 还 是 顺 时 针 的 旋转 方向 ， 分 别 规定 
为 正 值 和 负 值 。 这 样 
(ABC) - (BCA) x (CAB) - - (CBA), 
于 是 ， 图 3.1A 中 间 的 那个 凹 四 角形 的 面积 是 
(ABCD) = (BCD) + (DAD) 
= (CDA) - (CBA) - (CDA) - (ABC), 
最 后 ， 该 公式 还 使 我 们 把 交叉 四 角形 的 面积 看 作 构成 四 角形 
的 两 个 小 三 角形 的 面积 之 差 . 

规定 (ABC) = - (CBA), 再 加 上 有 向 线段 的 构 含 
( § 2.1), 则 塞 巨 定 理 及 其 逆 定 理 (1.2.,1 和 1.2,2) 的 证 明 可 以 
推广 到 点 X,Y, Z 以 负 分 比 截 制作 ABC 的 各 边 的 情形 , 即 XX， 
Y, Zu DE AABC 的 各 边 的 延长 线 上 . 

下 面 的 定理 是 属于 巨 里 农 (P.Varignon, 1654—1722) 
的 。 它 是 非常 篇 单 的 ， 因 此 人 们 对 这 个 定理 迟 至 1731 年 才 得 
以 发 表 威 到 奇怪 ， | 

定理 3.1.1 四 角形 各 边 的 中 点 依次 联结 而 成 的 图 形 是 
平行 四 边 形 ， 它 的 面积 是 原 四 角形 面积 的 一 个 . 

我 们 知道 三 角形 两 边 中 点 的 连 线 平 行 于 第 三 边 ， 工 且 等 
于 第 三 边 长 度 的 一 什 。 已 知 四 角形 ABCD, 设 各 边 AB, BC, 
CD, DA 的 中 点 是 P,Q,R,S， 如 图 3.1B . 考虑 三 角形 ABD 
和 CBD， 则 PS 和 QR 都 平行 于 对 角 线 BD, Hic HE 等 于 
BD/2。 因 此 四 角形 PORS 是 平行 四 边 形 @ ;常常 把 它 称 作 


(D 如 果 ABCD 是 挠 四 角形 ， 即 它 的 加 个 顶点 不 同 在 一 个 平面 上 , 则 PORS 
1; JY 1138 2213E. 
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四 角形 ABCD 的 瓦 里 农 平 行 四 边 形 ， 


至 于 面积 ， 我 们 有 


(PORS) 
= « ( ABCD) - (P BQ) — (RDS) - (QCR) - (SAP) 


- (ABCD) - 1 (ABC) - (CDA) - JBOD) 


1 
-(ABCD) - 4 (ABCD) - 4 (ABCD) = (ABCD) 


读者 最 好 自己 天 一 个 四 四 角形 ABCD, 并 且 验 证 上 面 的 
分 解 式 仍然 是 成 立 的 。 

因为 平行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 ， 所 以 PR 和 Qo 的 
中 点 和 瓦 里 农 平 行 四 边 形 的 中 心 是 一 致 的 〈( 即 图 3.1C 的 点 
0 )。 同 理 ，AD 和 BC 又 是 四 角形 ABDC 的 对 A 线 。 因 为 
PR 的 中 点 是 瞧 一 的 ， 所 以 新 的 四 角形 ABDC 的 无 里 农 平 行 
四 边 形 PYRX 也 以 0 为 中 心 。 因 此 得 到 

定理 3.1.2 四 角形 两 组 对 边 中 点 的 连 线 和 对 角 线 中 点 
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B 3.11€ 


ELERA, ARHOCDMEIDTA. 
Gc dL BER AR T 36 58 PER £E— TEM. 
下 面 的 结 采 是 很 有 用 
的 ， 
定理 5.1.3 如 果 一 条 
对 角 线 把 四 角形 分 成 面积 相 
等 的 两 个 三 角形 ， 则 它 必 和 平 
分 另 一 条 对 角 线 。 反 之， 若 
一 条 对 角 线 平分 另 一 条 对 和 角 图 3.1D 
线 ， 则 它 必 平 分 四 人 角形 的 面积 。 | 
为 说 明理 由 ， 假 定 BD 把 ABCD 分 成 面积 相等 的 两 个 
三 角形 DAB 和 BLD， 如 图 3.1D。 因 为 这 两 个 三 角形 的 
“EHR, ENEA AH 和 CI 也 相等 。 从 全 等 三 角形 
AHF 和 CT 得 到 4F=CF。 反 之 ， 如 果 AF=CF, M=% 
形 AHF 8 CJF 至 等 。，4 刀 =CJ， 故 (D4B) = (BCD), 
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现在 我 们 要 证 明永 省 的 最 后 一 个 定理 : 
”定理 5.1.4 设 四 角形 ABCD 的 对 边 AD 和 BEGEK) 
相交 于 WW， 且 XX 和 Y 是 对 角 线 AC 和 BD 的 中 点 , OV XY) 


= (CABCD)/4, 


如 图 3,1E, 添 

上 AB 和 CD 的 中 

HP R, mH 

PX,PY,RX,RY, 

RW。 三 角形 BCD 

- 的 两 边 中 点 的 连 线 

图 3.1E RY Æt F BC H 

apf DYWR 的 “ 另 ? aat fütk DW. P e, BE 
理 3.1.3 人 的 后 一 个 结论 得 


(RYW) = (Y RD) - I BCD), 
类 仆 地 有 
(RWX)- 4XCDA), 
把 瓦 据 农 定理 用 子 妈 角形 ABDC, Wi 
(RXY) = CPYRX) = (ABDO) 


= Í (CAB) + HDC) 
< ABO,) - LBCD), 


把 上 面 三 式 相 加 便 得 到 
(WXY) = (RXY) + (RYW) 4 (RW X) 
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= 5(AB6) - (BCD) + -(BCD) + (6D A) 
4 4 4 4 
- ABO) + 二 (CD4) = 二 (4BCD)， 


3J R 

1, 五 里 农 平 行 四边 形 的 周 长 等 于 原 四 角形 的 对 角 线 之 
fil, 

2。 任意 一 个 四 角形 备 边 的 
平方 和 等 于 对 角 线 的 平方 和 加 上 
对 角 线 中 点 连 线 的 平方 的 4 f. 

3。 平行 四 边 形 各 边 的 平方 
和 等 于 它 的 对 角 线 的 平方 和 。 

4。 EREE HEKA 
a, !ETTX1E9 C29 b Me, o8 f8 
线 的 长 为 4， 则 d? =a tbe, 


$5.2. 圆 内 接 四 角形 。 布 拉 马 古 普 堵 公 式 


我 们 把 VY 个 顶点 中 ， 车 干 对 点 联结 而 得 到 的 EE 条 线段 的 
集合 看 作 一 个 “构件 ”, 大 把 这 些 线段 看 作 限制 在 平面 上 能 久 
以 它们 的 端点 为 支 轴 进 行 活动 的 刚 硬 的 杆 ， 显然 ,三 角形 
(EL=V=3) 是 刚性 的 ， 而 四 角形 (CE=V = 4) 有 一 个 自 HE: 
它 有 一 个 角 可 以 增 大 或 成 小 ， 而 其 余 各 角 则 随 着 变化 ， 一 个 
构件 称 为 “恰好 刚性 ”的 ,如 果 它 本 身 是 刚性 的 ,并 且 在 任意 
去 掉 一 个 杆 之 后 , 它 就 不 再 是 刚性 的 了 , 菜 MICH, Lamb) £i Bi 
了 构件 是 恰好 刚性 的 一 个 必要 条 件 的 简单 证 明 UP Prot. 
该 条 件 是 
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E - 2V — 3, 

(要 指出 的 是 , 这 个 条 件 荐 不 是 恰好 刚性 的 充分 条 件 。) 例如 ， 
=5, V =4。 这 有 时 我 们 得 到 附带 一 条 对 角 线 的 四 角形 ; 去 
掉 这 条 对 和 角 线 就 为 四 角形 提供 了 前 而 所 说 的 自由 度 ， 

大 四 条 线段 ae, b,c, 4 中， 每 一 条 的 长 度 都 小 于 其 余 
三 条 的 和 ， 则 它们 能 作为 一 个 四 四 角形 的 边 ， 四 角形 的 自由 
度 使 我 们 能 够 增 大 或 减 小 两 个 相对 的 角 ， 最 终 使 这 两 个 角 互 
th. 此 歼 ， 这 四 个 项 点 便 沙 在 同 -- 个 圆 上 。 假 定 这 样 一 个 圆 
内 接 四 角形 的 对 角 线 是 1 fu n (如 图 3.2 A 的 第 一 个 图 )。 将 
这 个 四 角形 abed 沿 对 角 线 l ARF, ZAE dal 翻转 后 ,再 
把 它们 拼 起 来 ， 我 们 便 得 到 内 接 于 同一 个 加 的 新 的 四 角形 
bead， 它 有 一 条 对 角 线 仍 是 ! ， 把 圆 内 接 四 fü 形 bead 沿 另 
一 条 对 角 线 包 前 开 ， 然 后 翻转 三 角形 dbm, 再 把 它们 拼 起 来 ， 
于 是 我 们 得 到 内 接 于 同一 个 圆 的 第 三 个 四 角形 cabd( 如 图 
3,2 有 A 的 最 后 一 个 图 )。 因 为 第 三 个 四 角形 还 可 以 从 第 一 个 四 
角形 治 对 角 线 n 判 开 而 得 到 ， 所 以 它 的 对 角 线 是 和 mn 和 nn， 并 
且 不 可 能 再 有 其 它 的 这 种 变换 (除非 把 abcd 整个 地 翻转 成 
dcba), 根据 托 勒 密 定 理 ( 即 定理 2,6.,1), 我们 有 


mn=bctad, nl=ca+bd, Im=ab+ed, 


图 3.2A 
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IK] 2g xx Se p 48 zug. fe T UU SIE B3 id TR ADAE UN 
个 三 角形 的 正面 积 之 和 ， 用 上 面 的 方式 翻转 三 角形 ， 不 改变 
它 的 正面 积 ， 因 此 ， 这 三 个 四 角形 的 面积 相等 (显然 , 其 中 每 
两 个 四 角形 都 不 全 等 ,除非 在 4 ,5 ,6 , 4 四 条 边 中 有 了 两 条 一 
样 长 )。 我 们 把 以 上 的 讨论 总 结 成 下 面 的 命题 : 
定理 5.2,1 任意 四 条 不 等 长 的 线段 ， 如 果 每 一 条 都 小 
于 另外 三 条 之 和 ， 则 它们 可 以 作为 内 接 于 同一 个 加 的 三 个 不 
同 的 四 角形 的 边 ， 井 且 这 三 个 四 角形 有 相同 的 面积 ， 
推论 贺 内 接 四 角形 的 面积 是 它 的 四 条 边 的 对 称 丙 数 。 
-这 个 对 称 画 数 的 确切 表达 式 是 印度 数学 家 布 拉 马 十 普 塔 
(Brahmagupta) 在 公元 七 扯 纪 发 现 的 ; 
定理 5.2.2 若 圆 内 接 四 角形 的 各 边 是 a,， b,c, d, Æ 
周 长 是 s ， 则 它 的 面积 天 满足 
K? 2 (s—a)y(s- b)(s- e)(s- d), 
推导 布 拉 马 十 普 塔 公式 的 一 个 最 简单 的 方法 是 运用 三 角 
学 。 如 图 3.2B ,考虑 贺 内 接 四 角形 abed, EET aF b 
有 顶点， 了 是 属于 和 2& 的 项 点 ， 叶 是 联结 另外 两 个 顶点 的 对 
角 线 。( 我 们 把 四 角形 在 ££ 和 Ff 处 的 内 角 简 记 为 EE 和 fF)。 因 
XjE4Fz180', BEL 


cosF = —cosE, | sinF -sinE, 
EH REL AE RES. 
a? + b? - 2abcosE =n? = c* + d* — 2cdcosF, 
因此 
2(ab + cd)cosE 2 a* - b? — c? — d*. (3.2.2.1) 
因为 


K = -z absinE + FodsinF = pL t cd)sinE, 
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ux 
2€ab + cd)sinE 2 4K, (3.2.2.2) 
把 (3.2.2.1) 和 (3.2.2.2) 两 式 平方 再 相 加 ， 则 得 
4(ab + cd)? 2 (o? + b? — c? - d** - 16K*?, 
因此 
16K? = (2ab + 2cd)? — (a? + b? c? — d?)*. 
反复 利用 恒等式 A- B'Z(A- B)CA e Dy, Rik 
16K? 2[2ab + 2cd — (a? + b? - c? — d?)]] 
x [2ab 4 2cd + (a? + b? — c? — d?*)] 
—[o?4.2cd +d? - a? 4 2ab — b? 
x [a? + 2ab +b? — c? +2cd — d*] 
=[Cc +d)? -— Ca- b)?]x[ Ca +b)? - Ce- d)?] 
=[(c+d-a+b)}(e+d+a-t)] 
x[(a+b-c+d)(a+b+c-d)] 
= (25 — 24) (28S - 2b) (25 — 20) (25 - 24), 
其 中 2s5 =4+8+c+d， 这 就 证 明了 定理 。 

在 定理 3,2.2 中 ， 若 命 =0， 则 得 到 用 边 长 4,5,c 及 

中 周 长 s 表示 三 角形 面积 的 海伦 公式 : 

(ABC)? zs(s-—ay(s - b)(s—-c), 
尽管 这 个 公式 冠 以 亚历山大 里 亚 的 海伦 (Heron, 约 公元 60 年 ) 
的 名 字 ， 但 是 范 德 瓦 尔 登 (van der Waerden) [78-2283227] 支 
持 贝尔 2? 的 主张 ， 把 它 归功 于 阿 基 米 德 CArchimedes, 
公元 前 三 世纪 )， 

布 拉 马 十 普 塔 的 另 一 个 发 现 涉及 一 类 特殊 的 加 内 搂 四 负 
Jé: i 
定理 5.2.35 £ — A A AR AER AH IEE, 48 
交 于 了 点 ， 则 从 了 向 任意 一 边 所 引 的 垂 线 必 平 分 该 边 的 对 
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W, 

ZCGBBE3.2C, MARN 形 ABCD Bx fa ik AC 和 
BD HEA, Et PH 垂直 于 BC, H4 DA 相交 于 失 , 则 
我 们 有 | 
ZDPX = /BPH = /PCH- /ACB- /ADB- /XDP, 
因此 ， 三 角形 XPD 是 等 腰 的 ， 同 理 ， 三 角形 XXAP 也 是 等 
厌 三 角形 。 所 以 

XA-XP -XD, 


1, 者 边 为 ae, ,ec，,d 的 圆 内 接 四 角形 又 是 另 一 个 贺 
的 外 切 四 角形 ， 则 它 的 面积 天 适合 K? = abcd。 
2. 用 海伦 公式 求 三 角形 的 面积 ， 设 其 边 长 是 
G) 13,14,15; Cii) 3,14,15, 
3. His,s-a,s-b,s—c Ro &8IEUS VIUA RS. 
4. 者 用 $1.4 的 记号 ， 则 有 
Tatta t To—rT = AR, H.G,I VIL) -2sR, 
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l 
5. 车 用 图 3.2 人 的 记号 ， 则 天 -—R. 
6. 车 命 4= 0， 则 第 5 题 的 结果 将 是 什么 ? 
7. Ea, bo, db FEES 于 加 ， 则 其 
K 


_ (be c ad) (ca + bd) (ab e cd) 


2 
K 16R* . 


8. 设 圆 内 搁 四 角形 的 两 条 对 边 延 长 相交 于 VV， 另外 两 
条 对 边 延 长 相交 于 WW， 则 和 角 V 和 WW 的 平分 线 彼此 垂直 ， 

9. FE ABCD 的 平面 上 任意 一 点 了 分 别 与 由 个 顶 
MIKE RERE Wm] PA- PB*. PC?-PD?=0, 

10, 者 四 角形 闪 接 于 贺 ， 则 加 上 一 点 到 四 角形 两 条 对 边 
的 距离 之 积 等 于 该 点 到 男 外 两 条 对 边 的 距离 之 积 ， 也 等 于 它 
到 两 条 对 角 线 的 距离 之 积 。 


$5.5 拿破仑 三 角形 


现在 我 们 来 考察 由 三 角形 和 四 角形 构 作 的 某 些 图 形 。 一 
个 意外 地 被 忽略 的 、 然 而 是 容易 的 定理 如 下 : 

定理 5.3.1 在 三 角形 的 各 条 边 上 分 别 向 外 作 三 角形 , 使 
所 得 的 三 个 三 角形 的 各 “ 较 远 ”的 角 之 和 等 于 180°, 则 这 三 个 
三 角形 的 外 接 圆 共 点 。 | 

(这 是 又 一 个 关于 共 点 性 的 定理 ! ) 证 明 是 非常 简单 的 。 
如 图 3.3A， 在 已 知 三 角形 ABC 的 各 条 边 上 ， 向 外 作 三 角形 
CBP, ACQ, BAR, 使 得 在 P,Q,R B fil ig t P -O - R- 
180"。 现 在 ， 三 角形 CBP 和 ACO 的 外 搂 圆 已 有 公共 点 C， 
设 另 一 个 公共 点 是 站。 把 分 别 与 4, B,C 联结 起 来 ， 则 有 

ZBFC =180°-P,  ZCFA=180°-Q, 
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Z AFB =360° - CZBFC + CFA) 
= 360° — (180° - P +180°- Q) 
=P+Q-=180°- R, 
KW, PXHETEABARBJAHEIBL E, B= 个 三 角形 的 外 
EH. 
有 两 个 特殊 情形 是 特别 有 趣 的 ， 
定理 3,3.2 i AABC 的 顶点 4 ,已 ,5 分 别 落 在 AZCA 
的 边 CR,RP,PO E, mM=^il CRP, ACQ, BARA 一 个 公 
定理 5.5.5 者 相似 三 角形 PCB,COA, BAR 分 别 落 在 
AABC 的 各 边 的 外 侧 ， 则 这 三 个 三 角形 的 外 接 圆 有 一 个 公 
共 点 (要 注意 ， 根 据 我 们 为 相似 三 角形 的 顶点 命名 的 次 序 ， 
f£ P,O,R 的 角 不 是 这 些 三 角形 的 对 应 角 ，) 
弗 德 (Forder) 把 定理 3.3.2 称 作 此 沃 特 (Pivot) 定 理 03717)， 
它 是 米吉 尔 (A .Miguel) 在 1838 年 发 更 的 。 为 了 和 图 1.9A 
一 致 起 见 ， 我 们 把 PORABC 改 记 为 ABCA, B,C MTA 
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同样 容易 地 证 明 在 形式 上 稍 有 推广 的 定理 ， 设 ABC 是 e^ 
三 角形 ，4 ,DC 分 别 是 在 直线 BC,CA, AB 上 的 任意 点 ， 
则 三 个 圆 AB,C,, A,BC,, A,B,C 有 一 个 公共 版 P, 2 xx s [n] 
分 别 以 AP,BP,CP 为 直径 时 ， 则 A4BiC 恰好 是 A4BC 
关于 点 书 的 性 足 关 角形。 车 让 和 ABC 和 P 了 点 保持 不 动 ， 而 
让 直线 PA, PB, PC 4% Bb UO? 尸 同时 转 过 一 个 任意 角 , 于 
是 得 到 一 个 “和 君 足 三 角形 ”ABC RE ERI] ABC, ABC, 
A,B,C 仍旧 通过 点 了 ， 

要 求 A,B Ci 构成 一 个 三 角形 是 多 余 的 : 如 图 2.5 A， 
这 三 点 可 以 共 线 ,这 时 ，41,B,C 是 直线 BCi,Ci4,Ab 
上 的 三 个 点 ,而 定理 说 三 个 圆 ABC, A B,C, A, BC, 有 一 个 公 
共 点 。 但 是 后 两 个 加 的 交点 是 41 和 PP， 于 是 我 们 证 明了 

定理 3.3.4 车 四 条 查 线 彼此 相交 或 坟 个 点 A, B,C, A, 
B,,C,, ff A,BC, AB,C, ABC,, A B CA EXE d £x E, 则 四 
AN AB,C,, A,BC,, ABC 和 ABC 有 -一 个 公共 点 。 

如 果 前 三 个 圆 分 别 以 4P,BP,CP 为 直径 ， 则 4 就 
是 点 卫 关 于 人 A48BC 的 西 姆 松 线 。 车 保持 ABC 和 P 点 不 动 ， 
把 三 条 直线 PA,,PB,, PC, 同时 线 P 点 转 过 一 个 任意 角 ， 则 
得 到 一 条 “和 妊 西 姆 松 线 ”"。 这 条 直线 包 含 对 足 A, B, C, m 
直线 PA,, PB,, PC, Ej BC,CA,. AB 分 别 成 等 角 ( 代 有 相同 的 
旋转 方向 )， 

定理 3.3.3 有 一 个 关于 圆心 三 角形 00:0; (图 3.3 A) 的 
有 趣 的 推论 ， 因 为 这 个 三 角形 的 边 020s, 001, 0,0: 分 3138 
I T TR R[BDSE Bg A 365 CER D, CE 0 的 内 角 必 定 是 
LBFC 的 补 角 ， 故 O01 =P. M, 0,20, O,-R, ^E 们 正 
好 是 三 个 相似 三 角形 的 三 个 不 同 的 内 角 。 因 此 有 

定理 5.5.5 车 在 任意 三 角形 ABC 的 各 边 向 外 作 相 似 三 
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角形 PCB,CC4,B4R， 则 它们 的 外 心 构成 的 三 角形 与 这 二 
个 三 角形 相似 ， | 
特别 地 (图 3.3B)， 我 们 有 
定理 5.3.6 若 在 任意 三 角形 的 各 边 向 外 作 等 边 三 角形 ， 
则 它们 的 中 心 构成 一 个 等 边 三 角形 。 


A 
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^? en / 
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Nov 
P 
图 3.3B 

我 们 知道 ， 拿 破 仓 (Napoleon) 还 称 得 上 是 一 位 对 几何 
学 有 浓厚 兴趣 的 数学 家 ， 事 实 上 ， 有 这 样 一 个 故事 ， 在 他 成 
为 法 国 的 统治 者 之 前 ,他 设法 和 大 数学 家 拉 格 W A Lagran- 
ge¢) 和 拉 普 拉 斯 (Laplace) 进 行 讨论 ， 直 到 后 者 严肃 地 告 诉 
fib. “将 军 ， 我 们 从 你 那里 得 到 的 只 是 几何 学 中 的 戒律 > ， 
拉 普 拉 斯 后 来 成 为 拿破仑 的 首席 军事 工程 师 。 | 

定理 3,3,6 已 归 在 拿破仑 的 名 下 ， 昌 然 他 是 否 具 备 足 能 
的 几何 学 知识 作出 这 项 贡献 ， 如 同 他 是 否 有 足 人 能 的 英语 知识 
"S HIE As HE a | 

“ABLE WAS I ERE I SAW ELBA” 

一 样 是 值得 怀疑 的 ， 

无 论 如 何 ， 当 PCB, CQA, BAR 是 等 边 三 角形 时 ， 把 它 
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TIRE Bog BUB — 8E? O00, FRE AL ABC 的 外 拿 破 信 三 
角形 是 方便 的 。 同 样 ， 若 等 边 三 角形 作 在 A4B8C 的 各 边 的 内 
侧 ， 如 图 3.34<， 则 它们 的 中 心 所 构成 的 三 角形 咱 做 内 拿 破 爹 
三 角形 。 于 是 ， 定 彰 3,3.6 可 以 简 述 为 ， 

外 拿破仑 三 角形 是 等 边 三 角形 


图 3.3C 


亚 格 龙 (Yaglom) 用 完全 不 同 的 方法 证 明了 这 个 定理 ， 
他 的 方法 的 好 处 是 同时 证 明了 类 似 的 

定理 3.3.7 内 拿 破 仿 三 角形 是 等 边 三 角形 . 

另 一 种 方法 是 把 余 交 定 律 用 于 图 3.338 的 三 角形 A040;, 
这 种 方法 同时 给 出 了 一 个 有 趣 的 副产品 。 因 为 AO, 是 边 长 
A CA =b 的 竺 边 三 角形 的 外 接 圆 侍 径 ， 故 它 的 长 度 是 
b/w 3 . 同 理 ,， 403=ce/w3。 此 外 ， 

L040,= A+60°, 

所 以 (0,03)? b + € cos( A - 60^), 
因为 内 拿破仑 三 角形 的 顶点 Ns, Ns 可 以 从 02,03 分别 关于 
i £x CA 和 AB 作 反 射 得 到 ， 故 有 
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C(N,N,)? 2 十 ie 一 n cos(Á - 60^), 


(0509)! — (N N3)? 


= S be[cos(A — 60^) -cos(À -60^)] 


- be sin Asing0" = ——bc sin A 


v3 
- LL ABC) 
MVC . 
NEM eva. 4 
in] B8 18 (0,05? 一 (NN,): = TDC), 


因为 0:0; = 0,0, = O010,，， 所 以 
NNs= NN,= NN,. 
我 们 知道 等 边 三 角形 的 面积 是 其 边 长 平方 的 3 /4 们 ， 
于 是 “有 趣 的 副产品 ”是 
定理 3,3,8 任意 一 个 三 角形 的 外 拿破仑 三 角 形 与 内 拿 
破 仓 三 角形 的 面积 之 差 是 (4BC).， 
实际 上 ， 内 拿破仑 三 角形 是 “遂行 的 ”( 见 图 3.3C)， 所 
以 CNINsANs) 是 负 的 (或 堵 )， 确 切 的 公式 不 是 
(0,0505) — (NiNsN;) = (ABC), 


而 应 该 是 (0,0504) - (N,N;N,) = CABC), 
或 者 (0,0,04) + (N NN) = (ABC), 
J3 题 


1. 车 在 三 角形 的 两 条 边 向 外 各 作 正 方形 ， 则 这 两 个 正方 
形 的 外 接 贺 的 另 一 个 交点 在 以 第 三 边 为 惠 径 的 如上， 并 且 这 
三 个 圆 的 圆心 构成 一 个 等 腰 直 角 三 角形 。 
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2. HE[3,3B (9i. IEH 

G) 直线 PO,, QO,, RO, SR ESSE AL ABO 的 外 心 0， 

Gi) i £&A0,, BO,, CO, 共 点 ， 

Gii) 线段 AP, BO,CR 的 长 度 相等 ， 并 且 都 经 过 这 三 
个 贺 的 公共 点 F， 彼 此 相交 成 60",( 该 点 之 所 以 命名 AF, 
是 因为 费 马 在 人 ABC 的 各 内 角 不 超过 120° 时 证 明 T: 平面 
上 一 点 到 4, B,C 的 距离 之 和 在 该 点 达到 最 小 值 。) 

3. 用 图 3.3C HRS, EBER AN,, BN, CN; Je 

4。 外 拿破仑 三 角形 和 内 拿 破 爷 三 角形 有 同一 个 中 心 。 


$3.4 梅内 劳 斯 定理 


亚历山大 里 亚 的 梅内 劳 斯 (Menelaus， 约 公元 100 年 ， 他 
和 斯 巴 达 的 Menelaus 是 两 个 人 ) 写 过 一 本 数 程 《球面 几何 》， 
其 中 用 到 了 球面 三 角形 的 一 个 性 质 。 从 他 的 叙述 来 看 ， 似 乎 
平面 上 三 角形 的 一 个 类 但 的 性 质 已 经 是 熟知 的 。 也 许 事 实 正 
是 如 此 。 因 为 没有 更 旱 的 记录 可 查 ， 我 们 暂 上 且 把 表述 该 性 质 
”的 命题 称 为 梅内 劳 斯 定理 ， 采 用 有 向 线段 的 记 法 ($2.1)， 
该 定理 可 以 叙述 成 (看 图 3. 4A,B)， 


图 3.4A 
定理 3.4.1 车 在 人 4BC 的 三 条 边 BC,CA, AB( 或 它们 
的 延长 线 ) 上 的 三 点 X,Y,Z 是 共 线 的 ， 则 
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BX CY AZ 
€CX' AY ^ BZ 7| 
反之 ， 若 分 别 在 三 边 .上 的 点 X,Y,2Z, 使 上 述 方 程 成 立 ， MX 
三 点 共 线 。 
inBj3.4A fü B, Qn X,Y,Z H ik, ix hi, ha, ha 是 从 
A,B,C 到 直线 XY 的 垂 线 的 长 度 ， 假 定 该 长 度 在 这 条 直线 
的 一 合 是正 的 ， 在 它 的 另 一 侧 是 负 的 。 从 方程 
BX h CY h | AZ h, 


CX" AY ` h’? BZ 
便 可 得 到 所 要 的 结果 。 (注意 ， 要 在 人 ABC 的 三 条 边 上 取 三 
个 厅 同 的 共 线 点 X,Y,Z， 则 必须 把 这 三 条 边 都 延长， 或 者 
延长 其 中 一 条 边 。) 


图 ?8.4B 


反之 ， 设 X,Y,2 是 分 别 在 三 条 边 上 的 点 ， 并 且 满 足 条 


件 
BX CY AZ 
CX "AY BZ 1. 


假定 直线 AB n XY 交 于 Z' , 则 


BX CY AZ' 
CX AY ` BZ 7 le 


-~ 
C 


因此 人 -= .人 ， 
EZ 和民 重合 ， 因 此 X,Y,Z 共 线 。 

由 此 可 网 ， 塞 万 定理 (定理 1.2.1, 1.2.2) D HTH 
点 性 的 判别 准则 ， 而 梅内 劳 斯 定理 恰好 提供 了 共 线 性 的 判 
别 准 虽 。 为 了 突出 这 两 者 之 间 的 对 应 关系 ， 我 们 可 以 把 梅内 
劳 斯 方程 改写 成 


BX CY AZ 
XC' YA’ 2B 71. 


> 通 
1. 不 等 边 三 角形 的 三 个 角 的 外 角 平 分 线 号 对 过 的 交点 
是 共 线 的 三 个 点 。 
2. 不 等 边 三 角形 的 两 个 内 角 平 分 线 及 第 三 角 的 外 角 平 
分 线 与 对 边 的 交点 是 共 线 的 三 个 点 。 


$3.5 帕 普 斯 定理 


我 们 现在 要 讲 的 是 平面 几何 学 中 最 重要 的 定理 之 一 。 它 
最 先是 由 亚 历 出 大 里 亚 的 师 普 斯 (Pappus) 在 大 约 公 元 300 年 
证 明 的 ， 但 是 它 作 为 射影 几何 学 的 基础 的 地 位 直到 十 六 世纪 
后 什 时 才 争 认识 到 ， 帕 普 斯 被 称 为 古代 最 后 一 位 大 几何 学 家 
是 当之无愧 的 。 帕 普 斯 定理 有 各 种 不 同 的 叙述 方式 ， 共 中 之 
一 是 
F 是 另 一 条 直线 上 的 三 个 点 ， 如 果 直 线 4B,CD,EF 分 别 与 
DE,FA,BC 相交 ， 则 这 三 个 交点 L, M, N Hik. 
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定理 3,5.1 it A,C,E 是 一 条 直线 上 的 三 个 点 ，B,D， 


-— 


这 个 定理 的 “射影 ”性 

质 表现 在 ， 它 纯粹 是 关联 性 
定理 ， 不 涉及 长 底 和 角度 ， 
其 至 于 与 顺序 无 关 在 
一 组 共 线 点 中 ， 哪 一 点 落 
在 另外 两 点 之 间 是 无 关 紧 要 
的 。 图 3,5A 是 按 一 种 方式 
画 出 的 ， 而 图 3.5B 是 按 另 m 3.5A 
一 种 方式 画 出 的 。 如果 适当 地 重新 命名 二 ,M ,入 ， 则 可 将 字 
RRA,B,C,D,E,F 作 任意 的 轮换 。 为 了 避 有 名 考 虑 无 穷 远 点 

《因为 这 样 做 ， 会 把 我 们 朝 射影 几何 的 方向 引得 太 远 了 )， 
假定 三 条 直线 AB,CD, EF 构成 一 个 三 角形 UVW， 如 图 
3.5C。 把 梅内 劳 斯 定理 用 于 在 三 角形 UVW 的 各 边 上 的 五 个 
大 三 点 组 


LDE, AMF, BCN, ACE, BDF, 
得 到 
VL WD UE 
IW' DU'EV^-l» 


VA WM UF 
AW ' MU‘ FVT lb 


VB WC UN 
BW ' cU" NV^ 1 ， 


VA WC UE 
AW 'cU' Ev 5T b» 


VB WD UF 
BW TU FV-^- 


把 前 三 式 相 乘 再 除 以 后 两 式 的 乘积 ， 化 简 后 便 有 
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VL WM UN 


图 3.5B 


J Æ 


1. 车 A4,C,E 是 直线 上 的 三 个 点 ，B,D,F 是 另 一 条 查 
线 上 的 三 个 点 ， 如 果 直 线 48 和 CD 分 别 平行 于 DE fn FA, 
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则 EF 平行 于 BC, 

2, XA,B,D,E,M,N A B BEEESAE, DM, NB H i, 
IF H.IEILESAM, DB, NE 共 点 ， 则 关于 AB, DE, NM 有 什么 
结论 ? 

3. 设 C 和 分 别 是 在 平行 四 边 形 AEBD 的 两 边 AEF 
BD 上 的 点 ，M, N 分 别 表示 CD 和 了 4 的 交点 及 EF 和 BC 
的 交点 。 设 直线 MN 与 DA 交 于 P 了 点 ，MN 5 EB 交 于 8 点 ， 
则 AP - QB, 

4. 在 图 3.5A 《或 图 3.58) 中 ， 已 命名 的 点 和 直线 各 有 
多 少 ? 经 过 每 一 点 各 有 多 少 条 直线 ? 落 在 每 一 条 直线 上 各 有 
EPA? 


$3.6 透视 三 角形 . 迪 萨 格 定理 


透视 的 儿 何 理论 是 建筑 师 布 鲁 纳 蔓 希 (F. Brunelleschi, 
1377 一 1446) 开 创 的 ， 他 设计 了 佛罗伦萨 大 数 堂 的 八角 穹顶 ， 
还 设计 了 上 比特 富 。 这 种 理论 由 另 一 位 建筑 师 迪 萨 格 (G. De- 
sargtcs，1591 一 1661) 作 了 进一步 的 研究 。 他 的 “两 个 三 角 
形 ” 的 定理 后 来 被 发 现 与 帕 普 斯 定理 是 同等 重要 的 。 这 个 定 
理 实 际 上 可 以 从 帕 普 斯 定理 导出 ， 但 是 具体 的 推导 过 程 是 很 
复杂 的 ; 而 从 梅内 劳 斯 定理 出 发 可 以 容易 得 多 地 得 到 这 个 定 
BH, | 

如 采 由 点 和 让 线 构成 的 两 个 图 形 之 间 能 建立 对 应 关系 ， 
使 得 各 对 对 应 点 的 连 线 经 过 同一 个 点 ， 则 称 这 两 个 图 形 关于 
一 点 是 透视 的 。 如 果 对 应 关东 使 各 对 对 应 家 线 的 交点 在 一 条 
直线 上 上 ， 则 称 这 两 个 图 形 关 于 一 条 直线 是 透视 的 。 条 用 射影 
几何 的 说 法 ， 迪 萨 格 的 两 个 三 角形 的 定理 可 以 叙述 成 ， 若 两 
个 三 角形 关于 一 点 是 透视 的 ， 则 它们 也 关于 一 条 直线 是 透视 
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HJ. 29 f ES ER T HELRUR fri Xm ENA ZTE, REF 
如 下 所 叙述 的 

定理 5.6.1 者 两 
个 三 角形 关于 一 点 是 透 
视 的 ， 并 且 它 们 的 对 应 
边 相 交 ， 则 这 三 个 区 点 

这 又 是 一 个 纯粹 关 
联 性 的 定理 。 图 3.64 
和 B 画 出 了 该 图 形 的 两 
种 情形 。 其 中 人 PCA 
和 和 八 P'Q’ KR’ 关于 点 0 
是 透视 的 ， 它 们 的 各 对 


图 3.6A 


图 3.6B 


对 应 边 相 交 于 D,E,F, (在 8$ 3.3 的 习题 2 中 已 考察 过 透视 
三 角形 的 一 些 例子 ， 如 三 角形 ABC, POR,O,0,0, 中 每 两 个 
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都 是 关于 一 点 透视 的 ，) 
为 证 明 这 个 定理 ， 我 们 把 定理 3,4.1 分 别 用 于 在 三 个 三 
角形 OQR, ORP, OPQ 的 各 边 上 的 并 三 点 组 
DR'Q', EP'R', EQ'P', 
, OD RR’ OQ’ 
得 到 RD'OR''QQ'- l, 


RE PP OP' 
PEOP RRS +? 


PF QQ’ OP" 
OPF'0Q^'pp;* 1l. 
HZA 18 381 
QD RE PF 
RD'PE'QF-« 
因此 D,E, 了 是 共 线 的 ， 此 即 所 要 证 明 的 结论 fU. 
迪 萨 格 定理 显然 蕴含 着 它 的 逆 定 理 ， 若 两 个 三 角形 关于 
一 条 直线 是 透视 的 ， 则 它们 也 关于 一 点 是 透视 的。 我 们 限于 
TUE SUE C: 
定理 3.6.2 车 两 个 三 角形 关于 一 条 和 将 线 是 透视 的 ,并 且 
有 两 对 对 应 点 的 连 线 相交 ， 则 这 两 个 三 角形 关于 该 交点 是 透 
TUIS, 
Brig APOR $i APOR 关于 一 条 直线 是 透视 的 ， 是 
ÍH zie 
DzQR.Q'R', E-RP.R'/P', F-PQ. P'Q' 
是 共 线 的 ， 如 图 3.64。 ir O= PP’. RR', WHERE O 
© 从 上 下 文 可 知 ， 记 号 4B 表示 经 过 点 4,8 的 直线 ， 而 不 只 是 以 4,8 为 


WARRE. HAB, DE 表示 两 条 非 平行 直线 AB 和 DE 的 ARMENE, 
这 比 某 些 作者 用 的 记号 (4 申 B0n(C 思 2) 来 得 简明 。 
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HO, O 是 共 线 的 。 因 为 人 FPP’ 和 ADRR' 关于 点 也 是 
透视 的 ， 于 是 从 定理 3,6,1 得 到 ， 这 两 个 三 角形 的 各 对 对 应 
3289258 ri, HM 

O-PP'.RR!, ^zP'F.R'D, Q- FP. DR 
是 共 线 的 ， 证 毕 ， 

这 是 纯粹 的 “射影 几何 ”证 明 的 一 个 例子 ， 

3j g 

1. 车 两 个 三 角形 关于 一 点 是 朋 视 的 ， 且 两 对 对 应 边 互 
相 平 行 ， 则 另 一 对 对 应 边 也 互相 平行 。( 根 据 $ 1,2 习 题 3， 
这 两 个 三 角形 称 做 是 位 仅 鬼 。) 

2. 在 图 3.64( 或 中) 中 命名 了 多 少 个 点 和 多 少 条 直线 ? 
经 过 每 一 点 有 多 少 条 让 线 ? 沙 在 每 一 条 直线 上 有 多 少 个 点 ? 

3. 指出 图 中 关于 (Gi) ARP; GD P’; Gii) KDE 
透视 的 两 个 三 角形 。 

4, 关于 五 角形 DFP'OR $3 EPOQ' R' 的 顶点 和 边 能 说 
些 什么 ? 图 形 中 是 否 还 包含 其 它 类 似 的 五 角形 ? 

5, 在 一 张 纸 上 画 两 条 不 平行 的 直线 ， 使 它们 的 变 点 落 
在 纸 外 。 在 纸 上 两 条 直线 所 淆 的 部 分 内 任 取 一 点 中 ， 试 作 一 
条 直线 经 过 上 点 ， 着 且 它 的 延长 线 会 经 过 已 知 直 线 的 交点 。 
若 把 上 面 的 作 图 法 用 于 两 条 平行 直线 ， 则 得 什么 样 的 图 形 ? 


93.7 六 角形 


六 角形 的 丙 个 顶点 依照 它们 是 用 一 条 边 、 两 条 边 还 是 三 

条 边 卫 开 的 三 种 不 后 的 情形 分 别 是 做 相 邹 的 、 相 间 的 或 相对 

OK. 这样 ， 在 六 角形 ABCDEF wm, FR BIER ABSGBACRSUR 

Ko EMC 是 4 的 相册 的 项 点 ， 吃 是 4 的 相对 的 项 点。 两 个 
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FLATS MO s £I DRE fü TAABCDEF d 4] fats 
AD,BE,CF, WIE, Kf 形 ABCDEF 有 三 对 对 边 ，AB 和 
DE，BC 和 EF,，CD 和 FA， 

一 个 已 知 六 角形 可 用 12 种 方式 命名 为 4BCDEF， 在 它 
的 六 个 顶点 中 ,任意 一 个 都 可 指定 为 4, 它 的 两 个 相 邻 顶点 都 
可 叫做 吕 ， 而 其 余 的 顶点 则 按 字母 欢 序 排 定 。 

若 在 大 个 已 知 点 中 ， 每 三 个 都 不 共 线 ， 则 它们 能 用 6! = 
720 种 方式 命名 为 4, 8,C,D, 上 ,Ff。 每 一 种 命名 的 方式 都 确 
定 了 一 个 以 这 大 个 已 知 点 为 顶点 的 六 角形 4BCDEF。 因 
此 ， 由 这 六 个 点 决定 的 不 同 的 大 角形 个 数 是 


图 3.74 画 出 了 圆 上 六 个 点 确定 的 60 个 大角 形 中 的 三 个 。 尽 
各 我 们 习 损 于 画 成 第 一 种 图 形 (“ 了 本 ”六 角形 )， 但 是 我 们 不 
溪 态 记 或 忽略 从 这 六 个 点 得 到 的 另外 59 个 可 能 的 天 角 形 ， 


图 3.7A 


f$ 3.1 中， 我 们 主张 多 角形 不 应 该 有 接连 的 三 点 是 共 
线 的， 但 是 另外 情形 的 共 线 性 却 是 容许 的 。 特 别 是 ， 定 理 
3.5. 1008 2E Ep BID 6T E198 306 29. 

如 膝 六 角形 的 各 组 相间 的 顶点 是 共 线 的 ， 且 它 的 三 对 对 
边 分 别 相交 ， 则 这 三 个 交点 共 线 ， 
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J BN 
1, 车 大角 有 形 A48CDEF 有 两 条 对 边 BC 和 EF 平行 于 对 角 
线 4D， 两 条 对 边 CD 和 FA 平行 于 对 角 线 BE， 大 且 其 余 两 条 
对 边 DE 和 AB 也 彼此 平行 ， 则 第 三 条 对 角 线 平行 于 AB， 才 
且 A4CE 和 ABDF 的 重心 是 重合 的 。 
2. 两 个 并 三 共 线 点 组 可 以 按 多 少 种 方式 看 作 一 个 大 角 
形 的 相间 顶点 的 并 三 组 ? 


$5.8 帕斯卡 定理 


现在 我 们 要 讲 到 哲学 家 、 数 学 家 帕斯卡 (B。Pascal， 
1623 一 1662) 在 他 16 岁 时 发 现 的 一 个 惊人 的 定理 ， 

定理 3.8,1 者 六 角形 的 六 个 顶点 落 在 一 个 圆 上 ， 上 且 它 
的 三 对 对 边 分 别 相 交 ， 则 这 三 个 交点 共 线 。 

没有 人 知道 帕斯卡 本 人 是 怎样 证 有 明 这 个 定理 的 ， 他 原来 
BJUEB] BEA. BIEEAEDET EZ (C.W.Leibniz, 
他 和 牛顿 共同 发 明了 微 积 分 学 ) 看 到 过 .着 称赞 过 他 的 证 明 。 
这 个 史实 便 要 求 我 们 能 够 重 现 已 失传 的 证 明 ， 即 要 求 所 给 出 
的 证 明 只 能 采用 帕斯卡 的 时 代 所 能 用 的 结 里 和 方法 。 弗 德 给 
出 过 一 个 证 明 只 涉及 欧 几 里 得 原本 的 前 三 先 D4，p. 133, 但 是 
这 个 证 明 用 了 经 过 精心 设计 的 技巧 ， 而 由 斯 卡 则 更 喜欢 运用 
梅内 劳 斯 定理 。 我 们 把 用 到 梅内 劳 斯 定理 的 一 个 证 法 叙 壕 如 
Fe 

图 3.8A 画 出 了 圆 内 接 六 角形 4BCDEF。( 如 果 同 样 的 大 
个 顶点 用 另外 59 种 方式 联结 成 六 角形 时 ， 那 末 读 者 能 够 窑 易 
地 看 出 在 论证 中 的 哪些 地 方 需要 作 适 当 的 修改 ，) 我 们 希望 
证 明 三 个 交点 
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L-AB«DE, M= 


CD. FÀ, 


N =BG» EF 


假定 三 条 直线 4B ,CD,EF 构 成 二 角形 LU7Y7 到 ,如 图 3.8A。 


把 定理 3.4.1 用 于 三 
AMPFP,BCN, RAIHI 


三 角形 UVW 的 各 边 上 的 并 三 点 组 LDE, 


VL WD UE.| 
WL ` UD ` VE" 
VA WM. UF ., 
WA ` UM’ VFS 
VB WC UN _, 
WB UC VN "` 
JII EERE, TU HaEBER2.1.117 8] 
WD UE VA UF VB WC 
UD VE WA vr wp UC 
|UExUF. VAxVB. WCx WD _ | 
UCxUD VEXVE WAxWB ^" 
PA VL WM UN | 
WL UM VN ^" 
HIEL, M, N RRT., 


包含 三 点 上 ,MM， CIBELEEHCRAS ERMIN E hi $ 3.7 
Prai, 同样 的 入 个 点 - J& Dt 4E, MM 角形 ;因此 ,一 般 说 来 ， 
太 个 点 决定 了 60 条 帕斯卡 线 。 这 60 条 线形 成 一 个 十 分 有 趣 的 


C 重 现 煌 斯 卡 的 证 明 的 上 这 尝试 出 现在 斯 皮 克 (T，Spieker) 的 《平面 儿 
[ij zt $8» men der ebenen Geometrie) 418) (Potsdam, 18884). nf 
fi JiC17.p.285 2X [24, p.261. B-A ARH AA SG ARTIORUEDHR 的 论 oc X 
MERAM E: 重 现 他 的 发 现 的 一 个 尝试 》(L’hexagramme de Pascal. Un 
cssàl pour roconstituer cette découverte), 刊载 在 Le Jinne Seientifique(Jo- 
lictte, Quob2c)2(19602), pp. 710—712. 
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节 中 可 以 找到 ， 如 [7,p.85] 


各 六 角形 的 三 对 对 边 交 成 二 个 共 线 的 点 ， 


构图 ， 共 中 某 些 直 线 是 共 局 
的 ,而 其 些 公 共 点 是 共 线 的 ， 

根据 留 传 下 来 的 铂 斯 卡 
的 著作 《圆锥 曲线 试 论 》 
(Essay pour les coniques), 
他 已 知道 他 的 定理 不 仅 对 于 
口内 接 六 角形 是 成 并 的 ， 而 
且 对 内 接 于 圆锥 曲线 的 六 和 角 
Jé4 pr. Aipa up OW 
Braikenridge) dH, 325 $k 
(C.MacLaurin):4. Á žk 3r Hi 
证 明了 帕斯卡 定理 的 逆 定 
理 ， 这 在 射影 几何 学 的 数 科 


MERIKA Ul 


点 游 在 一 条 圆锥 曲线 上 (包括 退化 成 -- 对 直线 的 情 形 ， 如 完 


埋 3.5.1)。 


夺 大 许 内 接 六 角形 的 顶点 重合 ， 而 且 仔 细 地 标记 这 些 顶 


点 ， 则 我 们 能 得 到 一 
些 关 于 内 接 五 角形 和 
PE EV PIE BU XR E 
AE PE. XXI. uei E 
合 的 边 成 为 一 个 点 ， 
而 包 舍 该 边 的 直线 成 
为 加 (或 圆锥 曲线 ) 在 
该 点 的 切线 。 


图 3.8B 
例如 ， 考 虑 图 3.8B 所 示 的 内 接 四 角形 ADBE. 
把 交叉 团 角形 4BDE 看 作 退 化 的 天 角形 ， 其 中 假定 B-C, 
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E-F,WmHip Er RIEPREREJ. EB, E ARRE kagN 
洲 在 经 过 
L=AB. DE 和 M=BD. EA 
的 总线 上 ，。 
习 题 

1. 车 太 和 角形 的 太 个 顶点 中 有 五 个 落 在 一 个 周 上 ， 而 三 
对 对 边 的 萄 点 共 线 ， 则 它 的 第 六 个 项 点 也 在 这 个 加 上 。 

2. 车 圆 内 接 四 角形 ABCE 的 对 按 都 不 平行 ， 则 在 4,C 
两 点 的 切线 的 交点 落 在 4 . CE 和 BC. EAEE. 


$5.9. FERETI 


P 立 安 香 (C. J、Brianchon ,1760 一 1854) 上 发 现 了 一 个 关 
于 圆锥 曲线 的 外 切 六 角形 的 有 趣 的 定 理 ( 它 与 中 斯 卡 定 理 有 
巧妙 的 联系 ) .下 立 安 香 的 证 明 用 到 了 点 和 直线 的 “对 偶 性 ”， 
这 是 属于 射影 儿 何 学 的 概念 . 当 圆 锥 曲线 本 身 是 一 个 圆 时 , 寻 
求 欧 几 里 得 几何 式 的 证 明 是 一 个 吸引 人 的 难题 。 斯 莫 格 蒋 夫 
斯 基 (A.S. Smogorzhevskil) ji Git fg je p xxr [n] gi (277 ?2?， 
$3730 。 在 氢 述 详细 证 明之 前 ， 我 们 先 证 下 面 的 引 理 ， 

i Pf e 分 别 是 
圆周 在 P,Q 的 切线 上 的 
两 个 点 ( 假 定 它们 在 着 
线 PQ 的 同一 个 )， 使 得 
PP = QQ0’， 则 存在 一 
个 圆 分 别 与 直线 PP’ 
fti QOQ’ H P^ 30 O' Abd 
Uy). 
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XCSR B. RARER. SORT PO BUSEETR 2 ES 
WREg, Xk4&GEUEA i P'O' E i n —4& ECTS T: 
EFEZ, PPn QOQ 在? 了 和 0 diga x dB Sxx o "nn JR] 
£X? wOC "Wu" kn 一 个 点 ， 此 即 所 求 圆 的 圆心 ， 

现在 我 们 已 为 叙述 斯 莫 格 艾 赤 斯 臣 的 证 明 做 好 了 兹 符 。 

定理 5.9 .1 A MRAXBOUULS AM TH EJ, Nj 
'E RJ — AO f£ Hen GE VET T). 

如 图 3.9B， 设 R,O,T,S,P,U TRAU AB, BC,CD 
DE,EP ,fA 的 切 上 点。 为 叙述 简 音 起见, 假定 六 角形 ABCDEF 
是 “三 ”的 ， 所 以 三 条 对 角 线 AD, BE, CF R EADE KE 
线 ( 因 此 不 可 能 彼此 平行 )， fef&EBEF, CB, AB, ED, CD, AF 
的 延长 线 上 取 点 P,O R, S , T LU" 使 得 

PP'-QQ'-RR'-SS'-zTT' =UU!’ 
《等 于 适当 的 长 度 )。 根 据 引 理 ， 可 作 轩 I 了 (与 PP 和 QQ 在 
P'a QR, II C RR fa $5" 4p R fn 5" 48 OD ld Hl 
(HTT S1 UU’ feT' fg U^ RUD, 

我 们 知道 ， 从 一 护 向 同一 个 贺 引 的 两 条 切线 是 稚 长 的 ， 
因为 AR = AU, RR' =UU’， 相 加 后 得 到 AR'-AU'. XU 
为 DS =DT，SS = 了 TT’， 相 减 后 得 到 DS =DT', XIE, A 
AD RFA ILE EA] AES AERRJC S 2.2); 于是， 连 线 AD 是 这 
PB. grs, BEALI] IAA AR, CF 是 圆 于 
fu] I BORA. Hi $2.3 可知， 对 于 三 个 不 共 轴 的 辕 ， 两 两 
配对 所 取 的 根 轴 必 定 是 共 点 的 (或 平行 )。 在 前 面 我 们 已 把 大 
角形 的 对 角 线 看 成 三 个 加 的 要 加， 显然 这 三 条 对 角 线 是 不 重 
合 的 ， 央 此 这 三 个 圆 不 会 是 共 轴 的 ， 这 就 完成 了 所 要 的 证 
Hj, 

WEEET EJLER, e pBGkAn F 7t?75, 
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图 3.9B 


若 一 个 六 角形 的 三 条 对 角 线 共 点 ， 则 它 的 去 条 过 与 一 条 
图 锥 曲线 相 切 (包括 该 曲线 退化 成 一 对 点 的 情形 在 内 ， 如 
$ 3 .5 习题 2 HA TA OE ABDEMNBS RFL). 

H AIAR R BOEBg LBS X RE RHOD 
记 这 些 边 ， 则 能 得 到 若干 关于 外 切 五 角形 ， 外 切 四 角形 的 有 
趣 的 定理 。 这 有 时 ， 成 一 直线 的 两 条 过 的 公共 顶点 是 它们 与 加 


E 
F CP) 
D E 
(F 
) (A) (D 
C 

C 

A B B (Q) 

网 3.9C 图 3.9D 
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《或 阅 锥 曲线 ) 的 著 点 ， 

例如 ， 少 虚 图 3.9C 所 画 的 外 切 五 角形 ABCDEF, WE 
看 成 在 点 是 平角 的 退化 大 角形 4BCDEF， 用 下 立 安 香 定 
理 可 得 ;外 切 五 角形 的 E4 边 的 切 点 已 落 在 顶点 C 与 交点 
AD . BE 的 连 线 上 。 

辣 理 ， 考 外 切 四 角形 BCEF 的 边 FB 和 CE 与 圆 相 切 于 
点 4 和 刀 ， 则 可 把 它 看 作 退 化 的 六 角形 ， 从 而 得 知 ， 四 角形 
的 对 角 线 BE 和 CF 相交 在 FB 和 CE 与 圆 的 切 点 的 连 线 
E. 


J a 
1. 在 图 3.9D 中 ， 联 结 另 外 两 个 切 点 的 直线 PQ 也 经 过 


2. 在 图 3.9D 中 ， 卷 虑 大 角形 4BQCEF， 则 哪儿 条 线 
共 点 ? 


3。 下 立 安 午 定理 是 否 副 含 着 $1.4 习题 3 的 新 解法 ? 
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PAR 变 K 


位 详 奇 因 着 信仰 被 护 去 了 ， 他 不 会 见 到 死 ; 人 
CRATE, BIL onetu]: KAAL 
被 接 去 之 前 ， 已 经 得 到 上 沉 豆 悦 他 的 明证 ， 
3525 - 项 伯 求 书 ， 第 十 一 剖 

f£ $1.6 的 最 后 一 段 ， 我 们 借助 于 互相 垂直 的 直 £k HD 
füC Bzy 32s D fn B texts] —^ P figa, fs FDfI OB 之 间 
也 构成 直角 (图 1.6A)。 在 定理 1.7.1 前 面 的 那 段 叙述 中 ， 我 
们 看 到 相似 三 角形 AB8C 和 A’B8’C’ 有 相同 的 重心 ， 而 它们 的 
ag, D EHfA8SIO, k AH -20A', X8, 在 定 到 1.8.1 后 面 的 
说 明 中 ， 我 们 利用 中 心 对 称 ， 把 两 个 全 等 三 角形 A BCA 
KLM 的 垂 心 互 换 了 。 旋 转 、 位 似 和 中 心 对 称 是 变换 的 三 个 
例子 。 在 此 ， 变 换 是 指 整 个 平面 到 它 自身 的 -- 个 上 映射， 使 得 
每 一 点 了 邦 有 了 瞧 一 的 一 个 像 点 P'， 而 且 每 一 点 QO' 都 有 它 的 
ME 一 的 原 像 点 0 。“ 了 里 射 ” 的 松 念 在 数学 的 许多 分 支 中 都 占 
有 突出 的 地 位 ， 例 如 ， 当 我 们 记 y=f(x) 时 ， 我 们 就 把 x 的 
lE BUE RET » 的 对 应 值 的 集合 。 

欧 几 里 得 几何 学 只 是 名 目 繁多 的 几何 学 中 的 一 种 ， 每 一 
种 几何 学 都 有 它 自己 的 基本 概念 、 公 理 和 定理 。 克 药 HE. 
Klein) 于 1872 年 在 爱尔兰 根 发 表 了 他 的 就 职 演说 ， 他 建议 
几何 学 应 按 变 换 烙 分 类 ， 在 茶 个 变换 群 的 作用 下 ， 相 应 几何 
学 的 构 念 、 公 更 和 定理 号 保持 不 变 的 。 特 别 是 ， 欧 几 里 得 儿 
何 学 是 以 相似 变换 群 为 特征 的 ， 相 似 变换 群 是 由 保 角 变 换 组 


P 
D 这 里 的 “ 接 去 ”的 原文 是 “was translated? , 后 者 在 数学 中 的 意义 是 
“被 平行 移动 。” 一 一 译 者 
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Mfg. TEE A AAA E E 8 B m ERO, "T" 
gH. Ande. TODA IRAE REE e, ER E "4 
等 ?这 -相仿 的 基础 ， 两 个 图 形 足 仿 等 的 ， 当 且 仅 妆 存 在 
个 至 距 弯 换 把 其 中 一 个 图 形变 到 另 一 个 图 形 。 
$4.1 平行 移动 

RTI) ARMATO 外 ， 景 狼 悉 的 变换 是 平行 移动 ， 它 保持 任 
二 两 点 之 间 的 是 离 以 及 过 这 两 点 的 下 线 方向 不 变 。 

在 线段 4 D 是 线段 4 在 平行 移动 下 的 像 ， 则 或 者 这 四 


A’ B’ 
A’ B? 7 
EE | 
A 
A B 
同 4.1À 图 4.1B 


坊 有 ,了 ,4 和 ,B' 在 一 条 直线 上 ， 如 图 4.1A4; 或 者 A4’B’B 成 
FEFE, Anf] 4.1B, (自然 ， 前 考 可 以 看 作 是 退化 的 平 
行 四 边 形 A4A’B'B，) 这 样 ， 和 平行 移动 是 由 有 向 线段 AA He 
ALB. uU YR HRE ER ATI E m mnm ek 
ERO 27) RER. P IBIAS, 31] 

已 成 AA! = BB’, Tg xd. ITUR ay D EER a RE BS 
AWEEGES. NREHNEIMT— AE. 

FATE IRRE M RAER RARD RE, ix — E SCAE 
用 来 证 明 许 多 关于 


D C 

面积 的 定理 。 例 如 i 

| 

CB E] 4,1C ),. YE | 

ift A 29 BE fS TE ' 

行 四 边 形 48CD 的 / à 

面积 公式 时 ， 把 直 ^ ^ B RR 
id^ 4.1C€ 


D 所 将 得 癌变 换 是 指 把 每 一 点 贸 在 它 原 玉 的 位 置 上 不 动 的 变换 。 
92 


骨 三 角形 AHD Uj F3e, Pahaa BHC, RREA 
ERE AJ H H' CD, 

图 4.1D 给 出 了 下 列 作 图 题 的 图解 :在 已 知 贺 中 作 内 接 第 
形 ,使 它 的 一 组 对 边 平行 县 等 于 一 条 已 知 线 妇 a ,线段 a 可 以 
代表 长度 相等 而 方向 相反 的 两 个 向 量 。 我 们 把 已 知 圆 沿 着 a 
所 代表 的 其 中 一 个 向 量 作 平 行 移动 ， 设 新 的 圆 和 原来 的 圆 有 
P1 Z6 rx B du C ，, 则 它们 恰 是 所 求 和 矩形 4BCD 的 两 个 顶点 。 
XF, MEER ABH DC 必定 平行 于 a ， 上 日 与 a 相等， 


E 

1. YE AABC EA, LE) B. Bg -ARR BEER. 
等 于 已 知 线段 < ， A 

2. 计 已 知 等 ps 
边 三 角形 ABC 作 
平行 移动 ， 使 得 平 
移 向 景 是 4B8 的 S 
数 倍加 上 AC 的 s 
Mp. Blei doa AA BCERSETI E Bir i E EIA PORE 
的 图形 。 


图 41E 
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$4.2 旋转 

旋转 是 闵 - -种 保持 距离 不 变 的 变换 ， 它 把 整个 平面 闭 线 
订 个 点 转 过 “个 已 知 角 。 这 时 ， 任 何 一 个 图 形 的 形状 和 大 小 
都 保持 不 变 而 且 图 形 的 每 一 点 都 沿 着 同心 圆 踊 运动 : 中 
心 古 仅 有 的 保 等 不 动 的 点 〈 它 可 以 属于 、 也 可 以 不 属于 作 旋 
轻 的 图 形 )，。 

作为 旋转 的 例子 ， 我 们 考 E 人 A4BC( 图 4.2A)， 以 及 在 
外 侧 立 在 它 的 三 边 上 的 等 边 三 角形 BPC,COA, ARB, gE 
线 BO 和 CR， 它们 的 交点 是 下 我 们 看 到 ， 如 果 绕 和 4 点 旋 
转 60"， 则 把 八 ARC "Em AABO, WE RFB =60°, RC = 
BQO, EM, PA-CR, 于 是 

AP - BQ «CR, 

此 外 ， 由 于 

ZRFB =60°= /RAB, /CFO=60°= /CAQ. 
由 角形 AKbBF 和 CQAF 都 内 接 于 圆 ; 又 因为 人 BFC = 120°, 
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HZCPBz-60', KB PCF 是 第 三 个 圆 的 内 接 四 和 角形， 因此 
蕊 角形 BPC,CQA,ARB 的 件 接 圆 都 经 过 点 了, 它 时 做 入 ABC 
的 费 马 点 。 它 原来 定义 为 BC 和 (KK 的 交点 ， 而 现在 又 知 道 它 
必 洲 在 AP ELE. 
在 欧 儿 里 得 关于 些 达 哥 拉 斯 (Pythagoras) 定 MO 的 证 明 
中 ， 在 已 知 直 角 三 角形 ABC 的 各 边 向 外 侧 作 正方 形 C BIG, 
ACKJ, BADE, in[g4.2B; 最 后 一 个 正方 形 被 高 线 CH 分 成 


G 


E 4.2B 


————————— - — 


O BA ESGNWES..U GNO cmm Wd 
芒 ， 这 比 欧 洲 要 遇 好 用 百年 。 译 者 
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HBA. ZH, O,,0,,04 是 3k — ^r 1E 7; Jg ob, U,V,W 
X YEL mR Dp. REAS EEK JLE ESSE 
PUE CURUIEBIEUS A. MER ERRARE TY 
BIMRERAI, BJ,CDRRCE, S RIA ARIEI 
把 人 ADC 2"; $1^AABJ. 因此 BJ-DC, H BJ 和 CD EHE 
|i. Ig, AI PCE BH. HANE. 
由 相似 三 角形 入 BCX~ 八 BKJ RIACAY ~ AGAT 得 到 
CX CX BC a CY CY CA b 


($7 KJ BR asb a Gr GATatb 
因此 


习 题 

1. 如 采 在 平行 四 边 形 的 各 这 向 外 便 作 正方 形 ， 则 这 些 
正方 形 的 中 心 是 一 个 正方 形 的 顶点 ttm m 

?. 在 图 4.2B ip, G) Eik AI, BJ, CH 是 共 点 的 ;Cii) 
O,0,-2 CO, HEERE; Qu) U,V,W 3€ GK,JD, 
EI 的 中 点 。 

3. 作 一 个 等 边 三 角形 ,把 一 个 已 知 点 包含 在 它 的 内 部 
并 且 使 三 角形 的 顶点 到 已 知 点 的 焉 离 分 别 是 2 个 单位 长 ， 3 
个 单位 长 和 4 个 单位 长 ， 


$4.5. 中 心 对 称 … 
有 一 种 旋转 和 斑 行 移动 很 相近 ， 它 把 每 -条 直线 变 成 与 
EPATIT. ERE I iE fe 18279180 的 旋 然 ， 也 称 作 中 心 对 


O 原文 标题 全 “北周 角 旋 诸 (Hali-turn)”，、 为 了 与 习 用 的 中 六 名 称 相 一 
$c, JB UDBOPÓU. —Wd4 
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称 ， 它 把 每 一 条 射线 变 成 指向 相反 的 里 线 。 显 然 ， 中 心 对 称 
由 和 它 的 中 心气 全 确定 。 因 为 平行 移动 把 每 一 条 射线 变 成 一 条 
FATHI R, AD D zX ro CoSEERIE f Hi ERAT Aa 
行 移动 是 等 效 的 。 这 个 事实 可 简 述 为 两 次 中 心 对 称 的 “和 ?是 
一 次 平行 移动 。 (如 果 两 次 中 心 对 称 有 同一 个 中 心 ， 则 它们 
的 布 是 便 同 变换 ，) 确 切 地 说 ， 如 果 A, B,C 在 一 条 直线 上 上， 
HEH B 3e AC 的 中 点 ， 则 以 4 为 中 心 的 对 称 保持 4 不 动 ， 而 
以 也 为 中 心 的 对 称 把 4 变 成 C， 于 是 这 两 个 中 心 对 称 的 和 就 
站 平行 移动 4。 同样 ， 它 也 可 看 作 中 心 分 别 在 8 和 C 的 中 
心 对 称 之 和 ， 

图 4,34 解释 了 分 别 以 O, fti Os 为 中 心 的 对 称 之 和 ， 线 段 
AB 先 变 成 线 A’B“( 指 向 翻转 )， 骨 变 成 A'B", 因此 它们 的 


和 是 平行 移动 447 = BB, 


图 4.3A 图 4.3B 


许多 熟知 的 定理 用 中 心 对 称 可 以 证 得 更 简单 。 在 图 4.38B 
中 ，O 是 线段 AC 和 BD 的 公共 的 中 点 。 以 0 为 中 心 的 对 
称 ,把 AB 25 CD, 因 此 ABCD 是 平行 四 边 形 。 双 如 图 4.3C， 
M W N jé AB H AC RPR, ER AM, NADH 
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x uz fi cEq AM M = BC, H e MN EiT TT BC, 
并 且 它 的 长 是 BC HP, 


zd 
1, 设 4 是 两 个 相交 圆 的 交点 之 一 。 经 过 4 点 作 一 条 站 
fks MECHA EE RRIS, 
2. BEBANI ARA, 1E- RRI MART P, 
Qpini, Wk AP =PQ, 
3. 若 关 角形 的 各 组 对 边 平 行 且 相 等 ， 则 对 角 线 ( 即 相 
对 顶点 的 连 线 ) 共 后 。 


$4.4 反射 


第 三 种 保持 距离 不 变 的 变换 是 关于 直线 HK 的 反射 ， 这 
条 直线 称 为 镜子 (或 对 称 轴 )。 镜 子 上 的 每 一 点 (例如 也 ,于 ) 
在 反射 下 是 不 动 的 ， 即 它们 是 自身 的 反射 像 。 若 点 4 不 在 镜 
子 上 ， 则 它 的 反射 像 4/ 落 在 经 过 4 点 ， 且 与 镜子 xe ENE 
线 上 ， 同 时 使 44/ 被 镜子 所 平分 ， 在 图 4.44 rn, 线段 ADB 
是 线段 AB 的 反射 像 .因为 ,容易 证 明 : 若是 直线 AP 上 任 
意 一 点 , 则 它 的 像 点 C 必定 落 在 直线 4’'B' 上 。 梯 形 AA BB 
的 对 角 线 AB’ 和 A’B 是 互 为 反射 像 的 ， 所 以 它们 的 ERX 
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是 它 日 己 的 反射 像 ， 于 是 它 必 在 镜子 KR 上。 由 对 顶 角 的 
ERTA, ZAXH=/B'XK, w WABXK IAB XK 2 
A. /BUXK- /KXB, Wik 
/AXH= /KXB. 

由 此 可 网， 从 任意 一 点 4 出 发 到 达 镜 子 ， 再 到 位 于 镜子 
间 一 侧 的 已 知 点 8 的 最 短路 径 是 折线 AXB, PFRGH Me. inf 
4.4B 所 示 ， 车 在 镜子 上 任 取 一 点 Y， PE £5 AY +YB=A’Y 
+ YB， 因此 它 比 直线 段 A'B- AX +XB K. 


图 4.4A 图 4.4B 


这 个 事实 顺便 给 出 了 对 一 个 著名 的 极 值 问题 不 用 征 积 分 
的 几何 解法 。 物 理学 家 告诉 我 们 ， 光 线 从 4 点 走 到 镜子 ， 再 
折 回 到 总 点 是 沿 着 一 条 行程 时 间 最 少 的 路 径 行进 的 。 在 均匀 
介质 中 ， 光 线 的 行程 时 间 与 距离 成 正比 。 所 以 当 光 线 从 A 点 
出 发 到 达 镜 子 ， 再 到 


i 
达 忆 点 时 ， 如 果 光 线 一 
以 a 角 与 锁 子 相遇 ， S 
WE L a fh Hb Gr 5i Loo due A 
子 。 这 是 最 短路 径 的 El 4.4C 
推论 。 物 理学 家 在 习 
99 


t LEGO SER TSTS ER f. ifi REESE 
与 镜子 本 身 的 夹 角 。 在 图 4.4C rp, LUKA F 角 ， 和 ?7 E 
f Is. 81 15. 


习 8i 
1l, 已 知 不 靠边 三 角形 A4BC， 很 定 它 的 各 边 mm BEBO! 
。 存 AB 边 上 什么 地 方 安村 -个 光源 ， 汀 以 使 从 光源 出 
Ri «OG HE KE xEBSE WW Inm raae HE 
在 AB 上 反射 后 又 泊 原 方向 射出 ?〈 提 示 :， 丰 31.6). 
2. 如 果 你 持 三 角形 的 时 边 和 面积 不 动 ， 则 它 的 周 长 在 
主角 形成 为 等 脐 王 角 肝 达到 最 小 值 。 
3. 利用 反射 解答 $4.3 的 习题 ] 


$4.5. zkJEBIVEIRIER 


Pi 8 Ic E PEN REPAS RR. EA ARS AE H 
许多 有 趣 的 定 = 理 。 我 们 现在 要 用 这 些 性 质 来 解 在 已 知 锐角 三 
角形 内 ， 求 作 周 长 达到 最 小 值 的 内 接 三 角形 的 问题 。 这 个 问 
ER ZUZR e BI i5 (Fagnano) [8] Bi , 

我 们 从 任意 的 锐角 三 角形 ABC 着 手 ( 图 4.5A)， 在 其 中 
RR ANO S RARO PL 

是 任意 三 角形 (用 点 错 线 表示 ). 把 A45C 连同 它 内 部 的 图 

一 起 依次 关于 它 的 边 AC CB BA NO CB tE 反射 。 我 们 


QD ”该 间 题 是 法 尼 阿 诺 在 1775 年 提出 的 ， 并 用 微 积分 方法 给 同 了 解答。 此 
Ab 9r EB HE M R FOTA A ARCH. A. Schwarz). 5 — 4 RII E 2 I uc UL UL xc XE 
Kt CCoxcter) (ll 6.p.211, dU REL (OKazarinoffyft18.pp. 76—77], 或 柯 WI 
(Courant) f $9 sz (Robbias) 88[4,p. 347], YEAR FL 2E B dE "m; Pxi3xtum B.V. 
SEE HEIT Ca -1)0-füJÉTI MIA, A OUR ÉL f A» (aversive G.ometry, 
Ginn, Bostouc1533) p. 37). 
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来 研究 最 后 得 到 的 图 形 ， 考 察 这 个 连续 的 反射 序列 对 于 这 两 
个 内 接 三 角形 各 产生 了 什么 结 末 ， 

去 掉 两 个 记 作 的 点 ， 我 们 得 到 -一 条 折线 BABABA， 
它 在 第 一 个 A 点 (左边 的 顶端 ) 的 角 是 24( 按 反 时 针 方 向 县 
BO, EAZA B RORA) 的 角 是 2 ,在 第 二 个 4 点 (最 低 
DA —- 2A. TE d$ — 7 P x CR 3509 2350 89 ft J& - 2B. 这 四 
个 角 之 和 是 敌 ， 因 此 最 终 的 边 BA 与 原来 的 边 B4 可 以 通过 
平行 移动 彼此 重合 ， 在 这 了 两 条 过 上 的 两 组 对 应 点 构成 一 个 平 
行 四 边 形 ， 例 如 PP'O'O 是 平行 四 边 脱 。 

我 们 知道 A4BC 的 高 线 平 分 它 的 垂 三 角形 的 内角。 因 
此 在 前 面 所 述 的 反射 下 ， 冬 三 角形 的 各 边 落 在 直线 PP 上， 
如 图 4.5A 所 示 。 同 时 ， 用 点 虚线 表示 的 任意 内 接 三 角形 的 
4r 32 T4 — 2 O rz OE BOOK BS AB 边 上 ) 到 O" 点 (在 最 终 得 
的 AB 边 上 ) 的 折线 ， 因 为 PQ 平行 且 千 于 P'Q’， 故 线段 
QU TET PP', 后 者 正好 尼 垂 三 角形 周 长 的 两 做 。 显 然 QQ 
IEA Q F O HDRT AL Biele AIER 示 的 任意 
一 个 内 接 三 角形 的 周 长 的 两 信 短 。 因 此 ， 周 长 最 短 的 内 接 三 
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yi JE Aziml $5 Je . 


$4.6 zug 


E B] xb uf DLIS b Hb AE 3$ pe 3a [s FHZC E PE s Ho (d 
定 份额 的 问题 了 。 为 此 ， 需 要 一 些 半 于 三 重 线 性 华 标的 知 
识 ; 我 们 先 从 51 进 三 重 线 性 坐标 着 手 。 

普通 的 方 格 纸 党 用 来 描绘 已 知 稍 卡 几 坐 标的 点 。 有 时 还 
能 买 到 有 三 角形 格子 的 纸 ，、， 上 面 有 三 组 平行 线 ， 把 平面 划分 
成 如 棋盘 形状 的 一 些小 的 壬 边 三 角形 。 用 这 种 纸 来 拍 绘 关 下 
一 个 (大 ) 等 边 三 角形 有 给 定 的 三 重 线 性 众 标的 点 是 极为 方便 
的 。 丰 一 个 边 长 为 a4， 高 为 的 等 边 信 48C 所 在 的 平面 上 ， 
点 了 的 三 恒 线性 举 标 定义 为 点 了 到 边 BCQCA, AB SERES x, 
y,z， 而 且 当 PP 企 三 角形 大 部 上 时， 规定 这 些 距 离 是 正 的 。 我 
PHEA PERRO... HN 


ES n ay 4 a: -(PBO) + (PCA) - CPAB) 


- (ABO) - ah, 


[ja 


x+y+z=h, 


用 这 种 坐标 天 示 共 和 为 常数 的 三 个 变量 所 处 的 任意 一 
状态 契 很 理想 的 。 若 固定 一 个 变量 ， 而 让 共 "e" 
《保持 它们 的 和 为 常数 )， 则 点 (x,y,z) 沿 着 平行 于 三 角形 一 
边 的 直线 移动 。 特 别 是 . 三 条 边 本 身 的 方程 是 E 


TD M.C.K.Tweedie, Nzthematical Gazette 93(1939), pp. 278—282; 
A.I.Perel^man, Zanumatel’naya Geomctria (Moscow ,1958);, T.H. O” Bei- 
roeil Zll» pp.49—754 


102 


X=0, U-0, Z-0, 
而 顶点 A,B,C 的 坐标 是 Ci, 0,0), (C0, 5,0), (0,0,4). 

Ei n Gi dO 7 液体 分 放 在 三 个 容器 内 ， 使 第 一 个 
容器 有 x wR, SRILDTCER GR 9 d. XS TA E Xd 
脸 ， 这 就 是 应 用 三 重 线 性 坐标 的 一个 例子 。 把 液体 从 第 二 个 
容 厚 倒 人 第 三 个 容器 的 过 程 恰好 是 点 (X,Yy,2z) 沿 着 直线 x = 
常数 朝 着 y 减 小 的 方向 (也 就 是 zx 相应 地 XE 大 的 方向 ) 移动 
的 过 程 。 如 果 每 一 个 容器 都 能 盛 族 亚 品 腹 的 液体 则 每 
个 坐标 都 能 取 到 从 0 到 站 的 任意 值 ， 这 样 的 问 题 in ELA A, 
A, h (这 是 平凡 的 )， 靶 中 操作 的 范围 是 整个 的 三 角形 区 域 

Qxx«h, Oxysh, Oxzzh, 
KARGA Elha, h,e], $ m habc. WE, = 
个 容器 的 容量 分 别 是 4,5,c， 而 问题 是 。 把 流体 反复 地 从 -- 
TA SEATS. Ac 者 把 前 者 倒 空 ， 或 者 把 后 者 灌 
问 ( 了 世 可 能 这 两 种 情形 同时 发 生 )， 最 后 要 求 分 出 一 定 生 的 液 
体 。 损 作 的 范围 现在 限于 

oxra, Oxyz«b, OKZ.. 

ALR, TIEIBZAÉÉG 

x=0, X=a, y=0, y=b, z=0, zzc 
围 成 的 六 和 角形， 但 也 可 能 退化 成 五 角形 、 梯 形 、 平 行 四 边 形 
或 整个 等 边 三 角形 (前 面 提 到 的 问题 就 属于 这 种 情形 )。 

作为 例子 ， 图 4.6A 和 图 1.6B 是 问题 [8; 7,6,3] 的 网 
解 。 在 这 种 情形 ， 8 SEDE EGER EA 别 是 7,6, 3 的 三 
个 容器 中 ， 我 们 想 井 量 出 ( 比 斑 说 ) 4 AE., ME, E 
范围 是 六 角形 区 域 


(D hi? (p:nO fit (ounce) 8» Eg BOX n, 1 185--0.5682051,. 2E fj, 
i207. Stu]. ilh 1645. ——dáid 
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-XAT — 0xzy-6, OS. 


x=7, 20, Y=6, X—-0, Z—-35, 9-0 
ER, TUA dE 
(7,1,0); | (2.6.0, 06.2), (0,5,3), 
(5,0,3) (7,0,1), 
或 简 记 为 710, 260, 062,053, 503,701, 

在 图 4.64 中 竺 别 注 总 一 种 典型 状态 332: 在 头 两 个 容器 
HU 3 品 觅 液体 ， 耐 第 工人 个 容器 里 有 2 NRW. MOX 
点 凡 发 的 碟 线 代表 六 种 可 能 的 操作 。 从 332 到 530 的 路 径 卖 
朱 ， 把 最 后 一 个 容 帮 中 的 沪 体 全 部 倒 人 第 一 个 容器 从 332 
到 233 的 那 条 相反 的 路 径 南 示 ， 用 第 -个 容器 里 的 液体 倒 泪 
"^44. 从 332 到 062 的 路 径 表 示 ， 把 第 一 个 容器 倒 慌 ， 
全 部 注入 第 二 个 容 益 ， 间 时 把 第 二 个 容器 注 湛 了 ， 

图 4.6B 中 的 续 纹 线 给 出 了 一 条 从 332 到 440 的 路 12, E 
把 8 品 脸 被 体 分 成 两 个 相等 的 部 分 。 丈 条 路 符 是 一 条 折线 ， 
它 总 是 沿 着 与 参照 三 角形 的 边 平行 的 方 疝 行进， 而 且 只 在 它 
到 达 国 成 操作 范围 的 六 角形 的 边 或 鸯 点 时 才能 捐 弯 。 按 照 问 


B 一 OO C pm C E Y 
080 062 053 603 C25 (62 053 ` 008 


VERSA NU E E4402 EE EF e, de ZR LT Aig OS ET 22 - 
上 所 有 整数 坐标 的 点 :因此 ， 在 问题 L18，7,6, 3 中， 任意 一 
个 (不 超过 8 A ERGO EE HD RE Sc HH AS. 

图 4,6C 解释 了 问题 [10; 8,7,6], dErp 0 BEA PEE HI 
7i: 4r30298,7,0 A EAS E cR. ITRE TE A D a H l, 
2,3,4 55 IB AED ELA 33] 5 品 腊 ( 除 非 有 个 容 颖 一 开始 就 放 
了 5 品 脱 液体 )， 因 为 055,505,550 三 点 构成 一 条 三 角形 路 
从， 沿 着 它 绕 行 形成 了 -个 恶性 循环 圈 ， 从 其 它 路 径 走 不 到 
这 个 圈子 里 米 。 对 于 问题 [h; a,b,c], RE 

h -2d2a»bvcd, 
就 会 出 现 这 种 现象 ， 

5 — RUBUS E EE LIO; 8,6,4] 中 (图 
4,.6 卫 )， 这 时 过 550 的 路 径 是 由 小 等 边 三 角形 和 正六 角形 构成 
的 图 和 案 。 这 就 说 明 ， 用 容量 都 是 偶数 的 容 稚 量 不 出 奇数 品 腹 
HJIR., a,b e 有 大 于 1 的 公 因 数 时 ， 在 问题 Lh; a,b,c] 
FB zx n noe puc, 


图 4.0D 


BeHA BREL a,b,c] 
h-a-2d-b-o, 


操作 范围 由 顶点 是 a00, cbo, 05e, boe B3 4r UR ZLTE ERU, 
图 4.6E 和 图 4.6F 给 出 了 回 题 L8; 8,5,3] Hg 7. ^ Æ UR HAT 
和 8 个 步骤 的 解 。 该 问题 可 役 述 为 ， 两 个 人 有 一 个 逆 满 了 8 
品 脸 波 体 的 容器 ， 还 有 两 个 容量 分 别 为 5 UR 3 AO 
容器 。 他 们 想 要 平分 这 8 ug. 

A —db AREE 5 品 腹 容器 ， 如 图 4.6E， 或 者 灌 满 3 WE 
容 医 ， 如 图 4.6F。 以 后 在 路 径 到 达 平 行 四 边 形 (操作 范围 ?的 
各 过 所 在 的 直线 V=0，yY=5，2=0，z=5 时 ， 以 这 些 丰 线 为 
镜子 反 计 回去。 换 句 送 说 ,我 们 取 弹 球 行 进 的 路 线 ， 开 始 时 ， 
弹 球 苹 沿 着 这 个 形状 狸 竺 的 如 益 的 一 条 边 打 出 的 《表现 为 
反射 法 则 的 厌 因 是 ,折线 的 每 一 民 要 平行 于 参照 三 角形 的 边 ， 
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xk CX T E PEM — S ESEPILA S IRAE. d TU AIRE 
BERIPHBRERÉEE) FE JRIDTERGUES 7 ARAE E 
800, 350, 323, 620, 602, 152, 143, 440; 
8 个 步骤 的 解 是 
800, 503, 530, 233, 251, 701, 710, 413, 440, 
显然 ， 这 类 问题 (a=b+°) 在 b 和 c 互 素 时 ， 即 5b 和 人 
没有 大 于 1 的 公 同 数 时 ， 总 是 有 解 的 ， 


Yos 
504 全 


ADA 
SA XY 


A AR XO 


图 4.6E 图 4.6F 


习 mJ 

1。 XI TG —T 1288 BU ZRRORGM I KE, BARTA 
量 分 别 征 9 uH 5 品 脸 的 空 容器 。 如 何 把 液体 分 成 两 个 相 
等 的 部 分 ? 

2. 三 个 强盗 抢 走 了 一 个 人 的 瓶子 ， 其 中 装 有 24 竹 斯 的 
T., ERRER, WIE- ERARA KT 
ZET. ftxxhucaHEu. ddl 11835 a a, 
[B A Ae PAS CIS HER, SE D ONU RAR 11A 5 4E 
Wi. IKETE REIEWEDIII Ay 26 cu Ut trem ma 
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3. 设 两 点 了 和 了 ' 关于 三 角形 ABC 有 三 盏 线性 坐标 
(x,y, Z), yz). nd" le 7j $E 
xx! = yy! —zz!, 
MAARE TARH, HI 
LP’AC= /BAP, | /"P'BA- /CBP, 
/LP'CB= /ACP. 


$4.7 位 但 变换 


至 今 所 讨论 的 变换 有 一 个 共同 的 特征 : 它们 把 每 一 个 图 
形变 到 与 它 合 同 的 图形 。 保 持 距 高 不 变 的 HE d UL 做 合同 变 
换 ， 或 等 距 变 换 。 

人 然而， 把 每 一 个 图 形变 成 刁 它 相 人 的 图 形 的 变换 有 更 多 
的 用 处 。 相 似 变 换 虽 然 会 改变 距离 ， 但 是 它 却 保持 夹 角 不 
变 ， 并 且 所 有 的 距离 都 以 同一 个 比值 诊 大 (或 缩小 )， 这 个 此 
值 中 做 放大 倍数 或 相似 比 ， 这 样 , 当 线 段 AB 变 成 线段 A B’ 
时 ， 它 的 长 度 就 是 

A’ B’ - kK AB, 
比值 可 以 大 于 1， 也 可 以 等 于 1 或 小 于 1。 后 两 种 情形 与 
“放大 ”一 词 显然 是 不 相称 的 。 相 似 变换 也 包括 等 距 变 换 ， 
作为 特例 ， 这 时 人 = 1, 

如 有 相似 变换 定义 为 保持 距离 之 比 不 变 的 变换 ， 则 上 面 
这 些 话 就 可 以 说 得 更 贴切 了 。 相 似 变 换 定 义 本 身 药 含 着 既 保 
持 共 线性 ， 双 保持 夹 角 不 变 ， 

最 简单 的 一 种 相似 变换 是 位 似 变 换 ， 它 把 每 一 条 直线 变 
成 它 的 平行 线 。 非 平行 移动 的 位 似 变换 嘎 做 中 心 相 伺 变换 . 
这 时 ， 联 结对 应 点 的 直线 都 共 点 。 为 此 只 要 考 窗 几 4.7A 和 
区 4.7B， 其 中 对 应 的 线段 4B f A' B' Chr TE 41 的 直线 上 》 
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i A8 H d 75 fe EN m 

A’B’ =+ikAB, | k0. 
RACHA, 8 成 一 个 三 角形 ， 它 的 像 点 C' 是 过 A’ 平行 于 
AC 的 直线 与 过 B' 平行 于 BC 的 直线 的 交点 。 如 末 该 位 似 变 
换 不 是 平行 移动 ， 则 直线 AA m DB' 不 平行 ， 不 妨 假 定 写 
门 的 区 点 是 O。 因 此， 在 图 4.7A 的 情形 有 

OA’ -kOA, OB’ - kOB, 
在 图 4,7B 的 情形 有 
OA'- -kOÀ, 0B’= -kOB, 

IET UE 4T2X dE H4 AY ARIARI £X Pe. E, nou C' dp OC 
Lb. EKRE, RME 

OC' = x kOC, 


在 图 4.7A 中 ， 如 果 把 点 0 引 向 左边 越 来 越 远 ， 则 4 8 
= 上 kAB 中 的 就 逐渐 趋 于 1， 这 时 中 心 相 似 变 换 就 变 成 平行 
移动 了。 同样 ， 如 未 在 图 4.7B 中 ,使 点 0 AA Ah, 
中 心 相似 变换 4 已 = -AB 就 变 成 中 心 对 称 变换 了 。 这 时 ， 
ABA' 有 是 以 OO 为 中 心 的 平行 四 边 形 ， 
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1. 一 条 长 度 可 变 的 线段 ， 如 果 有 一 个 端点 国定 ， 而 勇 
一 个 端点 绕 一 个 圆周 运动 ， 则 它 的 中 点 轨迹 是 付 么 ? 

2. 已 知 锐角 三 角形 4B8C， 求 作 一 个 正方 形 , 使 它 的 一 
RUE BC 上 ， 男 外 两 个 顶点 分 别 在 CA 和 AB 上 . 


3 4.8 旋转 相似 变换 


如 采 把 一 个 图 形 先 作 位 似 变 换 ， 再 经 过 一 个 平行 移动 ， 
则 最 后 的 图 形 与 原 图 形 的 对 应 直线 是 互相 平行 的 ， 所 以 结果 
是 一 个 位 似 变换 。 同 理 ， 任意 两 个 位 似 变 换 的 和 ( 即 两 次 位 
似 变 换 连 续 作用 的 结果 ) 仍 然 是 一 个 位 似 变 换 。 但 是 ， 如 果 
把 一 个 图 形 先 作 位 似 变 换 ， 再 经 过 一 个 旋转 ， 则 对 应 的 直线 
就 不 再 彼此 平行 了 了。 因此 ， 位 似 变 换 与 旋转 (除去 恒 同 变换 
和 和 中心 对 称 这 两 种 情形 ) 的 和 不 是 位 假 变 换 ， 得 是 它 仍 保 持 
角 的 大 小 和 符 扎 不 人 朗 《〈 保 持 角 的 符号 不 变 的 相似 变换 旦 做 正 
相似 变换 )。 

中 心 相 似 变 换 与 绕 同一 个 中 心 的 旋转 之 和 称 为 旋转 相位 
变换 。 这 种 要 换 虽然 不 大 闻名， 但 可 以 用 来 解决 许多 问题 。 

如 图 4,8A4 ， 者 以 9 为 中 心 的 旋转 相似 变换 把 AB a 
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A'B', WIAOAB fü AOA' 是 正 相 似 的 ， 且 
ZAOA' = ZBOP’, 

ikk AME RR TA A ERAKI S E 

.QA' A'B' 

“OA 7 AR` 
Ex ER e to a ME eh EÉ HUDO O0, NUT k 和 旋转 角 8 
决定 的 ， 我 们 可 以 把 它 记 成 

OCKk ,0). 

(按照 惯例 ， 道 时 针 方 向 的 旋转 角 是 正 角 ， 顺 时 针 方 向 的 旋 
转角 是 负 角 )。 ah Ock, oom Ock, 180) 分 别 是 图 
4.7A 和 图 4.7B 表 示 的 中 心 相 似 变 换 ，0 C1, Oy xit o iet. 


图 4.8A 

作为 旋转 相似 变换 的 应 用 的 例子 ， 我 们 证 明 

定理 4.8.1 若 在 人 4BC 的 边 8C,CA，AB 上 向 外 侧 作 
正方 形 ， 它 们 的 中 心 分 别 是 0;1, 0, 0, Mik OEA ELSE 
于 CO;, 

用 图 4.8B 的 记号 , 旋转 相似 变换 AAC 2 ,45 )BACAO; 
变 到 人 KAB， 旋 转 相 似 变换 CC(w 2, — 45 )fR AO.CO; 变 到 
和 ABCK， 因 为 这 两 个 变换 分 别 把 CC 和 Oo0s 变 到 同一 条 线段 
2， 而且 两 个 变换 有 相同 的 放大 倍数 ， Dist, 原 芝 角形 的 
这 两 条 对 应 边 本 来 就 应 读 是 相等 的 。 因 为 这 两 个 变换 的 旋转 
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角 分 别 是 45* 和 - 45*, m ELOSCAIO OU (ede fa 750^, Fr 
以 这 两 条 线段 原来 必定 是 垂下 的 。 GEXS. DAC. BO. 
CD 分别 是 人 AOiOsOs 的 两 线 ， 所 以 它们 是 共 扎 的 。) 

我 们 已 把 旋转 相似 变换 定义 为 中 心 相似 变换 与 绕 同 一 个 
中 心 的 旋转 之 和 ， 很 自然 地 要 问 ， 中 心 相 似 变换 与 比 另 -一 个 


图 4.8B 


中 心 的 旋转 之 和 是 什么 样 的 安 换 ? 答案 是 简单 的 ， 又 出 人 总 
料 的 ， 它 们 的 和 仍 是 一 个 旋转 相似 变换 。 原 因 是 不 存在 更 为 
复杂 的 正 相 似 变 换 。 

定理 4.8.2 任意 两 个 正 相 似 图 形 ， 或 者 在 平行 移动 下 
是 互相 关联 的 ， 或 者 在 旋 轩 相似 变换 下 是 互相 关联 的 ， 

为 此 ， 考虑 正 相 似 图 形 的 两 条 对 应 边 AB 和 A'B’, 车 
AB 平行 且 等 于 42， 则 该 变换 是 平行 移动 。 2 为 证 明 这 -… 
点 ， 任 取 不 在 AB 上 的 -一 点 C， 设 它 的 像 点 是 C'。 从 图 形 的 
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正 相似 性 可 知 ， 三 角形 4BC 和 ABC 是 合同 的 ， 它 们 的 对 
应 边 彼 此 平行 。 因 此 联结 对 应 反 的 线段 都 互相 平行 且 相 等 ， 
于 是 该 变换 是 平行 移动 。 

Jt. BOESREAB mA B SIEG. (总 是 可 以 
REA, B, A ,8 构成 一 个 四 角形 。 若 不 然 ， 则 可 取 - -对 新 
的 对 应 线段 ， 使 它们 的 端点 构成 下边 形 ， 然 后 再 拒 它 们 命 各 
HABA’ B’, pihnicE] 4,8D E, ABEAA 于， 则 只 要 用 
ABP ARREA, HA'B'mppmfuA'. ) AA'fü BB'48 
ZETD, humi.sC. ABDA A'B'D 除 公共 点 D 之 外 ， 
还 有 一 个 公共 点 记 作 0( 录 这 两 个 赔 查 点 相 切 ， 删 把 D 点 又 
称 作 C 点 )。 比 较 角 OAB,ODDP,ODB' 和 04’B’, 则 得 人 OAB 
-ZO0A'B', jig, ZOBA-Z0B'A', XÉ, AOAB 和 
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CUM 


AOA B’ 是 正 相 似 的， 它们 在 旋转 相似 变换 O (c, 0) 下 是 彼 
此 关联 的 ， 其 中 
k= Ya» 
REZ IETEICA AR, B 
只 有 一 个 不 动 点 。 实 际 上 ， 如 果 有 两 个 不 动 点 4 和 B， 则 就 
有 一 条 不 动 的 线段 。 因 为 


0 = Z AQA’, 


BCXE T 3H EL 2E R E E RRR SUR EE A. Mp IRAE 
Q5 8JQABCIUSIABC', WIC'fEPLA SIBI, A AC 为 侍 
径 的 吕 上 ， 也 在 以 了 为 圆心， 以 BC ?g^PeSSIL E. XXE, 
保持 4, 2 两 点 不 动 的 等 距 变 换 只 有 恒 同 变换 和 反 射 两 种 。 
抽 者 是 平行 移动 (移动 距离 为 零 )， 后 者 不 是 正 相 似 (因为 它 
改变 角 的 符号 )， 这 与 假定 是 矛盾 的 。 


图 4.8D 


作为 例子 ， 我 们 把 同一 个 国家 的 两 张 比例 尺 不 同 的 地 图 
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Wife b, qQoxEXk—dde0, MAA dd pH 
P dk um xL m b R. 
yk utn oh ak 4k RO. Peterson, 1880) fü nl RE (P. 
E, Schoute, 1890)z BEI — FI DR 7€ JEM, 下面 的 定 
更 是 它 的 一 个 特例; 
定理 4.8.3 d; ABC 和 A! B' C 是 正 相似 三 角形 ， 苍 且 
AA' A", BB' B, CC' C" y ERZ AE, WW AA" B^ CR 
和信 ABC 是 正 相似 的 ， 
EAABC 和 和 八 4’B’C’ 在 平行 移动 下 是 合同 的 ， 则 结 - 
是 显然 的 。 若 不 是 这 种 情形 ， 则 有 了 唯一 的 旋转 相似 变换 
O(k, 0) JE AABC RAA BC’, Herp 
OA’ OB' OC 
k 770A = OB T OC? 
0 = /AOA'- Z BOB’ = ZCOC’, 
如 图 4.8D 所 示 。 册 此 得 到 


NOAA’ ~ AOBB! ~ OCC’, 
我 们 已 假定 


AAA! A" ~ ABB! B" ~ ACCC", 
i NOAA” ~ AOBB' ~ OCC", 
/ i " 
QE - Op «Qo ci 

Z AQA"! = ZBOR"! =+ COC7 x 0l, 

F 3E EERMEOLE 8 OCk^ 0E AABE SJA A" BC”, 
辐 理 可 证 明 彼 得 进 - 司 各 特 完 理 的 另 一 特例 : 
定理 4.8.4 HAB 上 所 有 的 点 了 DP 各 上 的 对 应 点 


D “ 释 在 一 起 ”在 这 里 是 指 比 例 尺 色 小 的 地 加 蓝 个 地 落 在 比 例 尺 较 大 的 
地 图 的 内 部 。 些 时 容易 证 明 ， 旋 转 相 似 中 心 确实 是 这 个 国家 内 部 的 一 个 点 。 
®© EJ. Peterson [25, p.74J 和 和 H.G. Forder [12, p.53]. 
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fg EDEYS VUE ILLE RS, WIBPP 分 成 已 知 比 的 
ok oeiki, EE ERIS. 
J S 
1. 若 八 4BC 在 以 4 为 中 心 的 旋转 相位 变换 下 ,使 顶点 
B 沿 关 BC 移 动 ， 则 顶点 C 沿 着 另 AERE. 
2. 若 八 4BC 是 不 等 边 三 角形 ， 则 和 作 的 内 拿破仑 三 角形 


NINsN; 是 道行 的 ， 即 它 的 定向 与 和信 A48C 和 八 010203 是 相反 
的 《在 $3.3 中 已 不 加 证 明 地 提 到 过 这 一 事实 ). 


$4.9. 变换 的 谱系 


我 们 已 经 过 论 过 的 变换 郁 是 平面 上 整个 的 点 集 到 它 自 里 
的 一 一 对 应 ， 这 一 点 是 十 分 责 竖 的 。 在 这 样 的 变换 中 ， 我 们 
REJETER SAC umm?» Nd mg ms n 
MAAD, EER H PUREE T RACO. Ore) 
与 的 书 2 的 主题 )， 我 们 只 讨论 了 仿 射 变换 ， 它们 保持 其 线 
性 不 变 ,而 且 把 平行 直线 变 到 平行 下 线 。 在 仿 射 变换 中 ,我们 
只 考虑 了 相似 变换 ， 它 们 保持 距离 之 比 不 变 ; 而 没有 考虑 诸 
如 “ 洛 爹 兹 (Lorentz) 变 换 ” 或 仿 射 靠 积 和 变换 ( 它 把 圆 变 成 面 
积 相等 的 椭圆 ) 等 那些 更 复杂 的 变换 。 我 们 过 诊 过 的 特殊 的 
相似 变换 包括 ， 等 距 变 换 , 它 保持 距离 不 变 ; 位 似 变 换 , 它 把 
每 一 条 直线 变 成 它 的 平行 一线 : 旋转 相似 变换 ， 和 它 C 和 其 种 
等 距 变 换 及 某 种 位 似 变 换 一 样 ) 具有 一 个 不 盐 点 ， ERBLTRRE 
旋转 的 指向 ( 反 时 外 方向 或 须 时 针 方 向 ) 不 裤 。 这 些 变 换 类 之 
间 有 部 分 是 重 秋 的 ， 企 等 焉 离 变 换 中 我 们 已 考虑 过 反射 ， 在 


O 系 确切 的 说 ， 若 了 忠仁 意 一 点 ， 而 4 和 是 它 在 一 个 壕 续 变 措 下 的 像 太 ， 
那么 只 募 中 点 充分 技 近 4 点 ， 则 如 的 像 点 B 就 会 落 在 国 绕 妈 的 任意 一 个 小 圆 办 。 
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行 移动 (由 定义 ， 它 也 是 位 似 变 换 ? 和 旋转 ( 它 也 是 放 大 Bre 
为 1 的 活力 相似 变换 )。 其 余 的 位 似 变换 就 总 中 心 相 似 变 换 
《 它 同 时 是 旋 铸 角 为 0 的 旋转 相似 变换 》 。 最 后 ， 中 心 对称 变 
换 猎 是 旋转 (旋转 角 为 180") 叉 是 中 心 相 似 变 换 。 所 有 这 些 关 
系 可 以 简 括 成 一 张 “ 谱 系 ”, 其 中 每 一 个 “子女 ”是 其 “父母 ” 
的 特殊 化 . 


pi 
n 
| 
pistes 
Ja ese 仿 射 等 积 变换 
pud gas pH 
PE ^ Tie D 3. 
seim SET OU 
~~ ”中心 相似 变换 
pA 平行 移动 旋转 
中 心 对 称 
ES 题 


在 第 卡 儿 坐标 系 下 ， 优 射 等 积 变换 把 点 Gx. 9) E S nS 
(x* , y'), dun x = Kx, y’ -ky 写 出 下 列 各 变换 的 坐标 


JER: 


1。 de, 0) ESI Ca, 8) 的 平行 移动 。 
2. 关于 y dfc. 
3. XA -y=0 的 反射 
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tO oO N C Ca uo 
"o * — P» — ^» —— 
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£n px O TEE SE 829180 Bg le c, 
中 心 相似 变换 OCk, 0°). 

旋转 相似 变换 OCK, 90°), 

本 章 未 鲁 提 及 过 的 一 个 等 距 变 换 ， 
本 章 未 便 提 及 过 的 一 个 相似 变换 ， 
一 个 非 仿 射 的 连续 变 


. 一 个 非 连续 的 变换 ， 


BER PULTE E 


我 们 在 沙漠 中 放 一 个 球状 的 笼子 ， 走 进去 并 锁 
上 它 。 再 作 关 于 笼子 前 反 演 ， 则 狮子 就 关 在 笼子 里 
了 ， 而 我 们 却 在 笼子 的 外 面 ， 
H, 351 


在 本 章 我 们 要 把 关于 变换 是 整个 平面 上 的 一 一 对 应 的 限 
制 稍微 放松 一 点 ， 容 许 恰好 有 一 个 点 0 在 变换 下 没有 像 。 确 
切 地 说 ， 我 们 考虑 以 0 为 圆心 的 一 个 国定 的 圆 ， 以 及 关于 这 
个 圆 的 “ 反 演 ”。 在 这 样 的 变换 下 ， 通 过 O 点 的 圆 变 成 直 
线 ， 而 其 余 的 圆 仍旧 变 成 加 。 这样， 涉及 到 圆 的 问题 往往 
由 于 某 些 贺 变 成 直线 而 得 到 简化 ， 更 复杂 的 图 形 则 在 形状 上 
会 有 根本 的 变化 。) 


$5.1 隔离 性 


下 面 这 个 定理 被 用 作 1965 年 的 威廉 ， 洛 维尔 普 特 纳 
(W.L.Putnam) 有 竞赛 的 一 个 阅 题 ， 它 是 比较 难 的 ， 我 们 的 证 
法 是 从 提交 的 各 种 解答 中 整理 而 成 的 . 

定理 5.1.1 者 四 个 点 4, 了 B,C,D 不 全 在 一 个 贺 上 ， 世 不 
全 在 一 条 直线 上 ， 则 必 有 两 个 互 不 相交 的 融 ， 一 个 经 过 4 和 
CL， 另 一 个 经 过 8 了 和 D， 

为 证 明 这 个 定理 ， 首 先 注 意 到 线段 AC 的 垂直 平分 线 p 


—— m- 


(QE Am, Math, Monihlj, Aug.-Sept,, (1838), pp. 446—447 X 
EIE: ED: pom 
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图 5.1À 图 5.1B 


与 线段 BD 的 垂直 平分 线 4 REORAGHG RU. FEER pa 
相交 于 0 点， 如 图 5.1A, 则 以 O 为 圆心 可 作 两 个 同心 圆 , 
一 个 经 过 4A 和 C， 另 一 个 经 过 B 和 DD。 若 直线 和 9 平行 ， 
如 图 5.1B， 则 直线 4C 和 8D 了 也 平行 。 在 直线 p 和 4 上 分 别 取 
点 P 和 Q， 使 它们 落 在 平行 线 4C 和 BD 之 间 的 等 距 平 行 线 
上 ,显然 , 贺 APC 和 BQD 没 有 公共 点 ， 

两 个 不 同 的 点 偶 ，4C 和 BD， 称 作 是 彼此 隔离 的 ， 如 果 
它们 落 在 同一 个 圆 (或 同一 条 直线 ) 上 ， 并 且 它 们 在 赔 ( 或 直 
HO 上 的 次 序 使 得 无 论 哪 一 段 弧 AC. (或 线段 4C) 包 含 且 只 包 
& B C 这 两 点 中 的 一 个 点 。 这 种 关系 通常 记 作 

AC/ /BD, 
自然 ， 还 可 记 成 另外 7 种 等 价 的 形 式 ， 例如: AC/ /DB, 
BD/ /AC 等 等 . 


>l 
| 


图 5.1C 
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如 果 两 个 点 偶 AC 有 38D 竺 一 条 查 线 上 ， 或 在 一 个 加 上 ， 
但 是 它们 不 是 息 叱 涌 冤 的 ， 则 容易 画 型 两 个 王 不 相交 的 圆 ， 
其 中 一 个 经 过 4 和 C， 另 一 个 经 过 BB 各 DD。 这 本 点 站 线 时 
《图 5.1C)， 只 要 作 以 线段 AC 各 BD 为 直径 的 圆 就 行 了 。 当 
这 四 点 共 圆 时， 如 果 AB/ /CD, $E Hg, BC<4D( 图 5.1D)， 
则 取 主 线 BC 与 线段 4C 的 垂直 平分 线 的 变 点 及 直线 BC 与 线 
EBD EET A ERE AORT. C4 ACBD 成 矩形 
时 ， 人 情况 变 得 更 简单 ， 但 处 瘟 的 方式 需 稍 作 变动 。 


cr 


Áo 
uU 


图 5.1D 


反 过 来 ， 如 果 4C/A /BD ， 则 经 过 4 和 C， 但 不 经 过 也 
ABELEBO AE” F, MEKAS HAHAE 
HA, 5» —HfEBQAK. HI ZEA, Ch- EMA B, 
D 的 你 一 个 贺 都 相交 ，。 

定理 5.1.1 的 逆 否 命题 说 ， 如 果 经 过 两 个 已 知 点 的 每 一 
个 圆 与 经 过 另外 两 个 已 知 点 的 每 一 个 圆 和 都 至 少 有 两 个 公共 
点 ， 则 这 四 个 点 必定 是 共 线 的 〈 图 5.1E) 或 共 圆 的 (图 5.1F). 
我 们 已 经 看 到 ， 这 时 两 个 点 偶 是 彼此 隔离 的 ， 因 此 ， 我 们 可 
以 重新 以 对 称 的 方式 定义 “隔离 性 ”， 而 不 必 有 预先 假定 这 四 
点 的 共 线 性 或 共 圆 性 ; 

设 4C 和 32 是 两 个 不 同 的 点 偶 ， 如 兴 经 过 4,C 的 每 一 个 
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]R] 55 £5 xt P, D 的 每 一 个 圆 都 相交 (或 重合 )， 则 称 4C 和 了 D 足 
彼此 隔离 的 ， 


图 5.1E 
实际 上 还 有 不 涉及 圆 的 第 三 种 刻画 隔离 性 的 方法 : 
定理 5,1,2 四 个 不 同 点 4, B,C ,D 的 相互 距 议 满足 不 
等 式 
AB x CD + BC x ADAC x BD, 


并 且 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 4C/ /BD, 


图 5.1F 

证 骨 该 定 建 必须 十 分 道 懂 ， 然 而 却 是 非常 有 趣 的 。 首 先 

稳 虑 四 个 点 落 在 同一 条 直线 上 的 情形 ， 因 而 可 用 有 向 线段 的 
记 法 (符号 的 规定 如 2.1 所 述 )。 记 
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AD-x, BD=y, CD=z, 


pH AB -x-y, BC-y-z, AC-x-z, 
于 是 我 们 有 
AB x CD 4 BC x AD = (x - yjz + (V - z)x 
-(x-z)y- AC x BD, (5,1,2,1) 


如 果 AC/ /BD( 图 5.18)， 则 线段 4C Lia BE DHA 
点 ， 玖 比值 4B/ 8C 和 AD/DC 的 符号 相反 ， 乘 积 48 x DCH 
BC x AD 的 符号 相反 ,乘积 48 xCD 和 BC x AD 的 符号 相同 ， 
所 以 当 AB,CD 等 都 看 作 正 长 座 时 ，(5.1.2,1) 式 仍然 成 并 。 
为 一 方面 ， 如 果 AA,C 不 与 昌 8,D 隐 离 (图 5.1C)， 则 AB xCD 和 和 
BC x AD 的 符号 相反 ，(5,1.,2., 了 1) 式 意味 着 正 数 AC x BD 55 
于 正 数 AB x CD 与 正 数 BC x AD 之 差 。 因 为 两 个 正 数 之 和 必 
大 于 它们 之 差 ， 故 

ABx CD+BCx ADAC x BD, 
于 是 在 四 点 共 线 的 情形 证 明了 定理 5.1.2。 

若 四 点 不 全 在 一 条 直线 上 ， 则 其 中 必 有 三 点 构成 一 个 三 
角形 , 不 妨 假 定 这 个 三 角形 是 4BC( 必 要 时 可 以 重新 命名 )， 
另 一 点 是 DC( 它 可 能 落 在 三 角形 的 一 边 上 )。 于 是 ,定理 5.1.2 
成 为 托 勒 密 定 理 ( 即 定理 2.6.1) 及 其 逆 定 理 ( 即 定理 2.6.2) 的 
推论， 也 就 是 四 点 4, B,C,D (前 三 点 构成 一 个 三 角形 ) 的 相 
互 距 离 满足 不 等 式 

AB x CD + BC x ADAC x BD, 
FF B. 5 JR EI VERE: ABCD 是 以 AC 和 BD 为 对 
FjfX H9 E FALBEUM XL. 


j A 
写 出 与 4C/ /8D 等 价 的 8 种 记 法 。 


$5.2 xit 


4E XS AMT AR IR] MA, B, C, Dt 了 一 ne (ABD, CD}, $R 
为 这 依次 四 个 点 的 交 比 用 这 园 点 之 问 的 全 左 凶 离 磁 未 ， 立 
比 定义 为 
AC x BD 
(AB,CDj = AD x BC" 
在 定理 5.1.2 的 不 等 式 两 边 除 以 AC x BD, WIE: 
定理 5.2.1 站 个 不 同 点 4,8,C,D 的 父 上 比 满足 


{AD, BC} + (AB, DC) =1 


的 充分 必要 条 件 是 A4C/ /BD, 
隔离 性 用 交 上 比 来 判别 的 准则 ， 使 我 们 部 把 逻 组 次 序 例 过 
来 ， 不 用 圆 来 定义 隔离 性 ， 而 是 用 隔离 性 来 定义 圆 ! T 
个 不 同 点 4,B,C 唯 一 地 决定 了 一 个 圆 GE AEEDABC, 它 
是 出 满足 下 列 条 件 之 一 的 点 让 的 至 体 组 成 的 集合 : 
BC/ /AX, 或 CA/ /BX， 或 AB/ /CX, 


3 8 

1. {AB,CD}= {BA,DC} = (CD, AB} = {DC, BA}, 

2. X(AD,BC) +{AB, DC) fli, Jie 

d) BADARA UAA 和 外 分 线段 4C， 即 
AB/BC = ADJCD, : 

Gi) DEZUE ARABCHA D. 

Gii) 4BDC 是 正方 形 。 

(iv) ABCD 是 正方 形 ， 
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$5.5 Bus 

下 面 的 “ 拟 变换 ?是 斯 秦 纳 在 1830 车 发 轩 的 。 如 图 5.34 
所 二 ,给 定 一 个 以 O AD, Ak DERK 加 w， 设 P 是 不 同 
于 O 的 任意 一 点 , 则 己 的 反 演 点 定义 为 射线 OP EAP, 
它 到 O 点 的 距 益 满足 方程 

OP x OP’ =k?, 

HELT Pi P 的 反 演 点 。 因 此 ， 反 演 是 周期 为 2 的 
映射 (我 们 所 熟悉 的 中 心 对 称 和 反射 的 周期 也 是 2 )， 井 且 在 
EIE o 外 部 的 每 一 点 的 沁 演 点 都 在 加 ob 的 内 部 ， 反 演 把 圆 6 
的 站 部 变 成 它 的 二 部 。 圆 so 上 的 点 是 仅 右 的 身 反 演 点 . 

如 果 点 忆 描 出 一 条 轨迹 
《例如 ， 一 条 曲线 )， 则 点 P’ 描 
HERA LAE. qEXUIE. LU 
O 为 圆心 ， JAr 29 ^E £583 Fi sc 
DOR ABER 2 IC Bobbi. 

如 果 我 们 把 0 点 本 身 去 
掉 ， 则 经 过 O 点 的 任意 -一 条 站 
线 是 它 自 己 的 反 演 像 。( 决 不 要 把 O 点 看 作 它 自己 的 反 演 像 ， 
从 而 馆 汉 上 面 的 附加 条 件 ; 因为 ， 如 果 把 QO 点 看 作 它 当 己 的 
反 演 点 ， 则 反 演 喜 不 再 是 连续 变换 了 ， 这 时 只 要 已 靠 近 O 
点 ， 已 "就 会 离 得 很 远 。) | 

WP X BloPpguii--uCPoRÍSOREO. XESGEPGR, 
SH TOPRQETU, BP ERE T, U 两 点 的 团 线 的 交点 ， 
四 为 人 OPT ~ AOTP, Ws P^ iii t 


OP OT 
OT = OP7; 


OP x OP’ = FR’, 
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所 以 P' 是 P 的 反 演 点 。 


m 5.3B 


反 过 来 ， 要 作 圆 0 外 任意 一 点 P’ 的 反 演 点 ， 只 要 画 一 个 
以 0P' 为 直径 的 贺 ， 车 该 加 与 0 相交 于 T 和 U， 则 P’ 的 反 演 点 
P 就 是 TU 的 中 点 ( 即 TU 和 OP 的 交点 )。 
图 5.3B 表 明 ， 不 经 过 0 点 的 任意 一 条 直线 a 的 反 演 像 是 
经 过 0 点 的 一 个 圆 (去 掉 O 点 自己 )， 而 且 这 个 圆 的 通过 O 点 
的 直径 与 a 垂直 。 证 明 如 下 ， 设 4 是 从 0 点 向 4 引 垂 线 的 生 
足 ，4/ 是 4 的 反 演 点 ， 忆 是 上 任意 一 点 ，P' 是 射线 OP 与 
以 04' 为 直径 的 加 的 交点 。 因 为 了 OAP~ 人 OP'A'， 于 是 
OP OA' 
OA OP 
故 OPxOP' =0A x 0A’ =kè, 
反之 ， 在 0A JERKA EE 3S — AP RROD 
演 成 直线 上 的 -点 已。 因此 经 过 O 点 的 圆 (除去 0 点 自己 ) 
反 演 成 一 条 与 该 圆 经 过 0 点 的 直径 垂直 的 直线 ， 即 反 演 成 一 
条 平行 于 该 圆 在 0 点 的 切线 的 直线 。 
由 此 得 到 ， 以 O 和 了 为 公共 点 的 两 个 相交 的 贺 反 演 成 经 
过 反 演 点 P' 的 两 条 相交 直线 ， 在 0 点 相 切 的 两 个 圆 反 演 成 
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一 对 平行 和 直线 。 
灾 际 上 有 一 种 仪器 可 用 来 画 任意 的 已 知 轨迹 的 反 演 像 ， 
' FRE RAS Fm. B gL, Lipki) i ERHET 
一 种 这 样 的 联动 装置 ;大约 过 了 九 十 年 ， 波 3E FCA, Peau- 
cellier) 重 新 发 明了 这 种 装置, 称 为 波 塞 利 反 演 器 了 。 它 是 由 
六 个 杆 组 成 的 ， 其 中 两 条 长 度 为 & 的 杆 把 固定 点 0 与 边 长 为 
b( a) BS ZEE POP' 的 两 个 相对 的 顶点 CQ, 下 分 别 联结 起 来 ， 
闭 形 在 四 个 项 点 处 都 是 用 贸 链 联结 的 (看 图 5.3C)。 在 P 处 
插 一 支 铝 笔 ， 在 了 处 插 一 支 描 图 笔 (或 者 两 者 反 过 来 )， 则 当 
摘 图 笔 兴 在 已 知 轨 迹 上 移动 时 ， 铅 笔尖 就 画 出 了 反 演 轨迹 。 
理由 是 : ERX EZER P O, W 
OP xOP' = (OX - PX)(OX + PX) =0X? - PX? 
-OX!RX1-RX3.PX? 
-OR?. PR? = a? — pe, 
LETEA. HR, REPRE AE T ELE 
O gp, Dia X P258 fe B Fe] Co LESE 9 JE DX JR PI. 


图 5.3C 图 5.3D 


@ 关于 其 它 联 动 装 暨 的 构造 和 理论 , 可 看 A.B.Kempe 的 《如 何 画 直线 》 
(Hcw to Draw a Straight Line) 一 文 〈 刊 在 Hobson 等 落 的 《化 圆 为 方 》 
(Squaring a Circle) 一 书 ,pp.1 一 51) 。 要 更 深入 地 研究 可 看 lI. Artobolevskii 
的 《产生 平面 组 线 的 机 械 装 置 》(Mechanisms of the Generation of Piane 
Curves, Pergamon Press，1964) ， 或 也.H. Lockwood [201, 
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畦 别 是 ， 如 果 月 第 7 根 村 SP 把 P 点 和 一 个 固定 点 仿 联 结 
R, HES 到 0 的 距离 等 于 该 杆 的 长 座 ， 风 了 点 狼 限 莘 在 
经 过 O 点 的 一 个 圆 上 运动 ， 因 此 P 点 描 出 一 条 术 线 (过 确切 B 
地 说 ， 它 描 出 了 一 条 线段 )。 这 样 ， 波 塞 利 反 演 器 解决 了 不 
用 枉 尺 画 直 线 的 这 个 古老 的 问题 (其 意义 在 于 :直上 尺 本 身 是 否 
是 直 的 ， 在 理论 上 傅 顿 于 事先 画 出 的 一 条 直线 )， | 

三 角形 的 反 演 像 一 般 是 经 过 0 v9 — 4 RE CA pc i BE 
的 图 形 。 但 是 我 们 现在 把 注意 力 放 在 兰 角 形 的 项 点 4,B,C 
上 。 如 图 5.3D， 假 定 它 们 的 反 演 点 是 4 ,8’,C’, 则 在 点 0， 
A4BC 和 和 A4'B/C' 之 间 存 在 着 某 些 有 趣 的 关系 。 为 简单 起 
见 ， 假 定点 0 在 A4BC 的 内 部 。 因 为 

OA x OA! =k? ZOBxOB', 
AOA B~ AOBA, HERTA 148g iB 5E. RIS, ir 
为 2 的 角 也 相等 。 因 此 BOC 等 于 人 A4BC 和 A4?.B'C gy 
别 在 4 和 44“ 处 的 角 之 和 。 这 是 因为 | 

AZ BOC = /1+ ZA'B'O+ 724 7A'C'O, 
Z A' B'O = Z/ BAO, Z]A/C'O z /CAO, 


Z BOC = 714 /2+ ZBAO + /CAO . 
= /B'A'C! + /BAC, ü | 
同样 ， 我 们 有 | 
ALCOA= /B+/B’, " 
由 此 可 见 ， 在 A4BC 给 定之 后 ， 可 以 调整 CO 点 的 位 置 ， 
EHAA BC 有 任意 选 定 的 角 4/ 和 有 。 在 0 点 决定 之 乒 ， 
再 计 的 值 变 动 , EAA B C 的 大 小 随 着 变化 (看 习题 6)， 
当 口 点 不 在 八 4BC 的 内 部 时 ， 上 本 的 讨论 要 作 活 当 的 修改 ， 
HEA, 8,C 兴 线 ， 上 面 的 结论 也 是 对 的 。 因 此 有 
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定理 5.3,1 MERMER A,B,C, Wa EB 
当 的 反 演 贺 ， 使 上 议 三 点 的 反 演 点 构成 的 三角 形 A BC 
一 个 任意 给 定 的 三 角形 全 等 


J 题 

1l. 求 作 反 演 贺 的 肉 接 正 方形 的 反 演 像 ， 

2. 当 O0 在 什么 位 置 时 ， 可 使 已 知 三 角形 的 三 条 边 反 演 
在 三 个 全 等 的 圆 .上 ? 

3. 给 定 以 0 为 回 心 的 同 %， 设 了 是 不 同 于 0 的 任意 一 
点 。 用 阅 规 (不 许 用 直 尺 ) 作 出 了 的 反 演 点 ? : 
k 
z 

GD d E< 5 [4» 5.144] l 

4. 车 0 是 人 ABC 的 (Gi) 外 心 : GD Æ Gii) 内 心 ， 
则 和 AB8C 和 和 人 入 A’B’'C'’ 之 间 有 什么 关系 ? 

5, 求 点 (x,y) 关 于 圆 台 二 更 = 让 的 反 演 点 的 坐标 。 

6, 给 定 三 角形 4BC 和 DEF， 求 肥 演 圆 圆心 0 和 第 径 
k, A,B CIS USA! ,B,C' 构 成 的 三 角形 与 DEF 双 
和 等。 叙述 作 图 的 方法 。 


(G) S OP 


$5.4 RAF M 
我 们 已 经 看 到 经 过 O 点 的 任意 一 个 圆 (去掉 O 点 自己 ) 反 
演 成 一 条 直线 ， 而 任意 一 个 以 O 为 圆心 的 圆 反 演 成 一 个 圆 。 
D 利 用 反 演 可 证 明 , 所 有 用 直 尺 和 圆规 完成 的 作 图 只 要 用 圆规 就 能 完成 ， 
#4, pp.140—1523 H. P. Hudson 的 《 直 尺 和 图 规 》(Ruler and Com pass- 


es) 一 文 《 刊 在 前 面 的 附注 所 提 到 的 《化 圆 2g 方 》(Squaring a Circle) 一 书 ， 
pp.131—143), 
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自然 地 要 问 ， 其 它 位 置 的 圆 的 反 演 像 是 什么 ? 作为 解决 这 个 
问题 的 第 一 步 ， 我 们 先 研 宪 反 演 对 于 两 点 之 间 的 距离 产生 的 
影响 。 

定理 5.4.1 AO ARo, Ak AFERE AB 
LC URUR ERAI 2， 则 它们 之 间 的 距离 有 关系 式 


AB 
A'B’ = y Ax OB 
这 是 因为 人 04B~ 八 08B’ A’( 图 5,4A)， 故 
A'B! OA! OAxOA' k? 


AB OB  OÀxOB  OAxOB* 


BEH, ZEER TERDEE: 
定理 5.4.2 若 A,B,C, DALK side A^ ,B',C' ,D', 
则 | 
(A'B/,C'D'Y ={AB, CD}, 


事实 IT 
AA'C'xB'D' 
(A B', C D' = Aa XB/C 
k? AC k?BD 
 OAxOC ` OBxOD 
RAD . RBC 
OAxOD OBxOC 


_ AC x BD 
 ADxBC- 
从 上 面 的 定理 可 知 ， 隔 离 性 在 反 演 下 是 保持 不 变 的 ， 


(D 了 .Casey,《 殉 几时 得 多 何不 本 前 六 卷 续篇 》 第 六 版 (A Sequel to the 
First Six Books of the Elements of Euclid(eth ed.), Hodges Figgis, 
Dublin, 1892), p.100. 


{AB, CD}, 
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定理 5.4.5 4 A,B,C, D ORA ,B',C',D', FEH 
AC/ /BD, WJA'C'/ /B'D', | | 

根据 定理 5.2.1 和 定理 5.4.2， 关系 4CV/ /BDii 2 

{A D’, B'C/) + (A' B' ,D'C'j 
= {AD, BC} + (AB, DC} = 1, 
因此 A’C'/ /B'D', 

在 $5.2 的 最 后 
一 段 ,我 们 已 经 看 到 ， 
任意 一 个 圆 可 以 借 
助 于 它 上 面 的 三 个 点 
A,B, C, iik Hi 
A,B,CE B URM 
XBC/ /AX x 
CA//BXg9 AB//CX 
的 点 XX 组 成 的 集合 。 
Pd 此 已 知 圆 的 反 演 像 必 定 是 由 4',B',C' 以 及 满足 关系 
B'C'/ JAX XCA / /B' X” a A'B'/ /C' X' RE X’ 
组 成 的 集合 , S IRL oc UR JE DL Cc A BOC. 85.3 
已 经 知道 ， 反 演 像 是 一 条 直线 的 充分 必要 条 件 是 已 知 圆 经 过 
0 点 。 这 就 证 明了 

定理 5.4.4 ”任意 的 不 经 过 O 点 的 圆 的 反 演 像 是 一 个 不 
经 过 O 点 的 圆 ， 

刊 用 隔离 性 来 描述 圆 ( 或 直线 ) 的 方法 蜡 示 我 们 ， 把 有 些 
术语 稍 作 修改 可 能 是 方便 的 ， 这 就 是 把 直线 看 作 全 径 是 无 限 
大 的 圆 ， 从 而 名 词 “ 圆 > 就 包括 “直线 > 作 为 它 的 -种 特 
例 。 同 时 我 们 约定 ， 在 欧 针 平面 上 添加 了 单独 的 一 个 “无 穷 
BA”? P.， 作 为 任意 一 个 反 演 圆 的 圆心 的 反 演 像 。 这 样 得 
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到 的 下 面 呀 履 民 滨 率 面 。 因 为 以 0 为 图 心 的 加 ， 把 任意 一 个 
经 过 O 点 的 圈 反 滨 成 一 条 直线 ， 所 以 我 们 把 直 线 看 作 经 过 点 
PWR. KARNE O SOUS NU IRA HR, NOT 
行 直线 可 看 作 在 点 已. 相 切 的 加 。 在 这 样 的 约定 下 , 对 反 演 在 
面 而 悍 定 理 5.4.4 和 85.3 的 结果 可 以 合 在 一 起 ， 

定理 5.4.5 ”任意 一 个 圆 的 反 演 像 是 一 个 圆 。 

把 P.R 加 到 欧 氏 平面 之 后 ， 我 们 可 以 说 反 演 是 整个 反 
演 焉 面 到 它 自 身 的 一 一 对 应 ， 每 … 个 点 《 毫 无 例外 地 ) 有 一 个 
肥 演 像 ， 而 是 每 -点 又 都 是 某 个 点 的 反 演 像 . 

根据 两 个 圆 有 两 个 公共 点 、 一 个 公共 点 或 没有 公共 点， 
分 别称 它们 是 相交 的 、 相 苇 的 或 不 相交 的 。 因 此 ， 一 对 贺 在 
反 演 下 变 成 属于 同一 种 类 型 的 一 对 圆 ( 在 “一 对 相 切 图 ”中 ， 
包括 了 “一 个 圆 和 它 的 一 条 切线 ”、“ 两 条 平行 站 线 7” 每 情 
形 ) 

习 L7] 

1, 设 4 是 圆 o 外 的 任意 一 点 ，47/ 是 它 的 反 演 点 ， 卫 是 9 
上 的 动 点 ， 则 比 PAJPA' 是 常数 ， 反之， 车 B,C 把 已 知 线 度 
AA 内 分 和 外 分 为 已 知 比 ( 设 比 值 不 等 于 1， 见 $5.2 习题 
2G), MBCA ERREA A LA! BOTE Ep Mob E. Jn HE 
H3 rx FILS Gc dg S tem ec or ae "7 en C Apollonius)[H]), 

2. We ES FEXS — 580 — 4 TESTOR HS PR EL ETE, 
TFI XX PUR IE URL — ZR SECO ELTE T Pn P, WP 
是 了 的 反 演 点 ， 

3. 经 过 圆 的 内 部 任意 两 点 ， 恰 能 画 两 个 圆 与 已 知 顺 相 
ul. i 
4. 以 三 个 不 同 点 为 圆心 ， 画 三 个 彼此 相 切 的 圆 ， 设 两 
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两 的 著 点 是 三 个 不 同 点 (这 三 个 点 可 以 是 共 线 的 ， 不 一 定 构 
成 三 角形 )， 则 恰 能 画 两 个 圆 与 这 三 个 圆 椰 相 切 , 工 且 这 两 全 
加 是 不 相交 的 《斯 泰 细 早 在 1826 年 就 禾 壕 过 这 种 加 ,但 是 
APT E (188 2 38 35 (Sod dy) [i] 9* * 127180), -+ | 

5. 用 反 活 给 出 定理 5.1.2 Baie teli] P9 t0, 

6. 经 过 9 点 的 圆 o 关于 圆心 在 2 Bs sc ORTA] o B3 c TRÉR 
AED ef o 的 根 轴 (参考 $ 2.289 5058 — ED. 

7。 知 把 直线 看 作 贺 的 图 殊 情形 ， 则 经 过 一 点 的 两 条 让 
线 症 一 对 相 切 加 还 是 一 对 相交 圆 ? 试用 这 两 条 直线 的 公共 点 
的 数目 作出 解释 ， 


$5.5 正 交 性 


根据 反 滤 把 圆 变 到 贺 的 性 质 立 即 得 到 反 演 是 保持 夹 角 不 
变 的 。 两 个 相交 圆 之 加 的 夹 角 (有 两 个 ， 它 们 互 为 补 角 ) 自 然 
地 定义 为 在 它们 的 一 个 交点 处 的 两 条 切线 所 成 的 角 。 在 关于 
连 心 线 的 反 身 于， 了 明显 地 可 知 ， 两 个 圆 在 它们 的 两 个 交点 处 
的 角 是 对 应 相等 的 。 要 知道 关于 圆心 为 O 的 反 演 图 的 反 演 对 
角 的 影响 ， 假 定 过 己 点 的 两 条 站 线 4a 和 4 的 一 个 夹 角 是 9, 如 
-图 5.5A 所 示 。 在 关于 图 5.3B 的 讨论 中 ， 我 们 已 经 看 到 让 线 a 
反 注 成 经 过 0 点 的 加 ， 而 且 该 圆 在 O 点 的 切线 与 4 Fi. 
IER. ELAR b 反 演 成 经 过 0 点 的 加 8， 访 网 在 9 点 的 切线 与 
b 焉 行 。 因 为 9 等 于 两 圆 在 0 点 的 切线 的 来 角 ， 因 此 加 和 
E] 8 的 夹 角 等 于 49。 但 是 这 两 个 圆 的 男 一 个 交点 了 惟 是 了 的 
及 演 点 ， 所 以 这 两 个 贺 在 P RAEE., 


(D XCrellejpJoursal fir Mathematik, vol.1, p.274. 
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i3 YE ur HAE E o 2 CZ a 和 户 都 经 过 和 点 , 则 它们 在 
反 演 下 变 到 自己 ， 于 是 6 的 不 变性 是 明显 的 )。 

对 于 经 过 忆 总 的 任意 两 个 圆 ， 设 它们 在 己 点 的 切线 分 出 
是 4 和 bb。 显 然 ， 这 两 个 辆 的 反 演 像 分 别 与 co 和 8 在 上 A 
切 。 因 此 有 

定理 5.5.1 处 不 两 个 圆 相交 成 角 4， 则 它们 的 反 演 像 相 
交 成 同一 个 角 0, l 

An J& pj ^r RE CIEL F3 
( 右 两 个 交点 )， 则 称 它们 是 
彼此 正 交 的 ; 这 时 ， 在 每 一 
个 交点 处 ， 其 中 一 个 圆 的 切 
线 正好 是 另 一 个 圆 的 度 径 。 
作为 定理 5.5.1 的 特例 ,我 们 
有 

定理 5,5.2 彼此 正 交 
图 5.5A B IRI sc TRECE IE ZR. 

如 果 把 图 2.1B 上 上 的 点 己 改 记 成 020， 则 可 以 把 图 中 的 加 看 

作 经 过 互 为 反 演 的 点 4 和 4 的 六 。 因 为 
K?-OAxOÁA'-OBxOB'-OT?*, 

故 经 过 0 RAJEE 8 WIE BB'25 HT —594 HI RU sa B 

fi B'; JO Ral KI UIS UI ZEE EL SET E CBIEEE bc DIA] 

也 上 的 点 )。 因 此 得 到 

定理 5.5.3 设 两 个 不 同 点 PP 和 了 /关于 略 4 HOUR 
的 ， 则 通过 了 和 PP 的 任意 一 个 圆 是 它 自 己基 于 % 的 反 演 像 ， 
TF H.E fle EIE S6 RS, 

LEX, 4— ^R o 正 交 的 加 必 是 它 自 己 关 于 2m PEU 
[R, WD. Wiss o ARET, m AA I 
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侍 意 一点， 设 直线 04 和 圆 的 另 一 个 交点 是 4 M 
OAxOA’ =0T? = 大 2 

此 外 ， 如 果 与 wo 正 交 的 两 个 圆 彼 此 相交 ， 则 它们 的 交点 关于 
o 是 互 为 反 演 的 。 实 际 上 ， 车 设 一 个 交点 是 A4， 则 直线 O4 与 
其 中 得 一 个 阅 前 在 4 的 反 演 像 处 相交 ， 

上 面 的 讨论 允许 我 们 用 正 交 性 来 重新 定义 反 演 ， 事 实 
E, RIALO GE? EX: 

加 wb 上 的 任意 一 点 是 自 反 演 的 ;其余 的 点 PP 的 反 演 像 是 
经 过 了 点， 且 与 0 正 交 的 任意 两 个 癌 的 第 二 个 交点 。 

车 用 直线 代替 圆 。， 则 关于 直线 的 反射 可 以 看 作 关于 贺 
的 反 演 的 特殊 情形 ， 


MN 5.5B 


AIRE) 357 ELAR, Aa 及 关于 4 HAHI 
个 点 ， 在 关于 % 的 反 湛 下 ， 变 成 图 ” 及 关于 % 互 为 反 演 的 两 
个 点 。 现 在 我 们 可 以 把 反 演 和 欧 几 里 得 几何 的 观念 结合 起 
3, ZE a 的 圆心 和 在 反 演 下 受到 的 影响 。 乍 想起 来 ， 可 能 
RAA A zx cU e^ 的 圆心 :但 是 这 种 想法 实在 是 太 幼 稚 
了 ! 《即使 在 & 与 9 重合 的 情形 都 不 会 是 这 梓 。) 事 实 上 ，4 
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及 关于 4 互 为 反 演 的 点 A4 利 P。, 关 于 0 反 演 成 a 及 关于 a/ 互 为 
反 演 的 点 4 和 0 。 因 此 , 4 点 关于 6 的 反 演 点 4' 不 是 a 的 贺 
心 ,而 是 0 点 关于 a’ 的 反 演 点 (看 图 5.5B)， 


J a 
1。 ne RII — RA, XTEDLACSELO, H50E 


LEB 

2. 已 知 圆 及 互 不 为 反 演 的 两 个 点 中 和 Q， 求 作 通 过 
P,Q, H 5ejEZEIÉIBI. 

3. 已 知 一 点 P 及 不 经 过 PP RAAN Do, Me, cKTE-- 
^b. fETAERXIPOR, Ho5mEo,WegE. 

4. 车 关于 (圆心 是 0 PADOL iB o 变 成 贺 
a^, MEO 点 关于 a 8938 45 O 点 关于 a Bs EZ BRIT Z X 
EY. 

5. 设 P 是 贺 上 的 一 点 ，O 是 不 在 圆 & 上 的 一 点 ， 则 
存在 唯一 的 一 个 圆 经 过 0 点 ， 且 与 w 相 切 于 P 点 (图 5.5C)， 


图 5.5C 


$5.6 ARERR 


在 81.8 我 们 简略 地 介绍 过 费 尔 巴 哈 定理 .至 少 有 三 种 方 
式 可 以 有 效 地 把 反 演 用 于 这 个 定理 。 其 中 一 种 用 法 可 看 皮 德 
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(Pedo) 8fj[.2. 21.pp,.9- 107. 在 给 出 58 n (4, 0&9. TiS 
Wi. dedlSQGERS—33 9: (LUE AES. 

x35.6.1 fm PS CUL TE — BREUI 
TENTIA | | 

在 图 5.6A 上 画册 了 三 角形 48C 和 它 的 中 位 三 角形 
A’'B'C'*， 三 箔 形 的 内 切 贺 (以 了 为 圆心 ) 及 它 与 BC 的 切 点 
X, BADRA 六 为 圆心 ) 及 它 与 BC 的 切 点 Xe。 这 
两 个 圆 ( 与 A4BC AZRIA — 28759] 线 ， 记 作 
BBC。 此 外 ， 以 XXo 为 直径 的 贺 记 作 o, B,C, ABC, A'B, 
A'C' ffe ray piae S, B,C”, ASA o 和 内 切 圆 正 交 ， 
U RUE — PUEZ, DEDE 支 两 个 圆 在 关于 o BETA 

Aeg. gef] e 把 九 点 贺 反 演 成 直线 B101。 


根据 定理 |. A.IERiZOTBS HSLH], xj ig S= (a+b +ce)/2, 
DE 
BX - XC —-s-b, 
因此 6 EDO ii BECH iR A, ege 
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XX,-a-2(s-b)zb-c 

《可 以 假定 这 是 正 数 ， 不 然 的 话 ， 只 要 改换 — RA, B,C 的 
命名 次 序 ) ,于 是 ， 九 点 圆 经 过 4% 的 圆心 4 ， 所 以 4 把 它 反 
演 成 一 条 直线 我 们 要 证 明 这 条 直线 经 过 B” 和 C”( 因 而 也 
经 过 BA CD). Aik, REES By,C7 是 九 点 圆 上 的 点 B, 
C' 关 于 的 反 演 点 喜 行 了 ， 

因为 点 8 (和 7,1 一样) 落 在 角 A4 的 于 分 线 上 ,定理 1.3.3 
说 5 把 线 自 CB 分 割 成 比 b:c， 所 以 


54“ 是 这 两 条 线段 长 度 之 差 的 一 中 ， 即 
| .a(b — c) 
"2(b-oc)* 
JL), BC, = AC,- AB- AC- AB sb -o,; 同 理 ， 
CB, 2b-c, 
Bj3g ASA' B" — ASBC,, ASA'C"— ASCB,, ROE 


A' B"  A'B" 3SA' b-c 
b-c - PO T SB ^ zc? 


SA’ 


A'C" A'C" SA' -ec 


-=e merem E Á O 


所 以 


Br’ / 人 
A'B'xA'B , 5)» 


2b 2 
HA- 0)/2 T EE JI o Hy EE, TE o dB B' 反 演 成 B", 
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A'C^ x A' C" -t . (b-0)* (5). 


把 C ' 度 演 成 C*， 这 就 是 要 证 的 结论 ， 

FEE, o 把 内 切 圆 和 第 一 个 傍 切 圆 反 演 成 它 们 自己 ， 
而 把 它们 的 公 切 线 BiCI 反 演 成 九 点 网 ， 因 此 九 点 a 也 和 这 
两 个 圆 相 切 . | 

附带 担 一 下 , 九 点 圆 是 由 点 乙 , ,了 决定 的 ,而 这 三 点 可 
"H TE si. Pd FUE CBS. $ 2.4 的 最 后 一 段 ) 的 各 组 对 边 的 交点 。 换 
名 话说 ， 四 个 三 角形 ABC, BCH,CAH, ABH 的 九 点 圆 是 同 
一 个 圆 ， 但 是 这 每 一 个 三 角形 都 有 它 自 己 的 四 个 三 重 相 切 
图。 这样 ， 垂 心 四 角形 决定 了 十 大 个 圆 ， 而 这 些 帮 与 网 
DEP 都 是 相 切 的 . 


习 o 


1, 在 图 5.6A 中， 直线 B.C, 和 BC 的 夹 角 是 B-C. 
2, Bp o 把 点 5 反 演 成 D( 从 A 向 边 BC 所 引 的 高 线 足 ) . 


$5.7 3t 


在 82.3 已 经 知道 ， 任 意 两 个 非 同心 贺 c 和 有 决定 了 共 
HANK ao6， 使 得 4 和 8 的 根 轴 是 圆 束 中 任意 两 个 加 的 模 轴 。 
轴 上 的 任意 一 点 己 关 于 圆 束 中 所 有 的 圆 有 相同 的 等 。 如 果 访 
每 是 正 数 ， 则 它 的 平方 根 是 P 点 到 圆 束 中 任意 一 个 圆 的 切线 
的 长 度 ， 这 些 切 线 正好 是 以 P 为 圆心 ， 且 与 圆 束 中 每 个 成 员 
都 正 交 的 圆 的 个 径 。 与 圆 束 of 中 每 个 成 员 都 正 交 的 任意 两 
个 圆 了 7 和 5 属于 另 一 个 相 补 的 贺 束 76， 其 中 每 个 成 员 与 圆 
x of 中 的 每 个 成 员 都 正 交 。 每 一 个 圆 束 都 把 它 的 根 轴 所 在 
的 坦 线 (正好 也 是 另 一 个 圆 束 的 圆心 的 轨 下 ) 作 为 它 的 一 个 成 
员 。 自 然 ， 这 两 条 交 线 是 互相 正 交 的 。 如 果 我 们 把 这 两 条 将 
线 取 作 坐 标 轴 ( 如 8 2.3 所 做 的 那样 )， 则 这 些 圆 的 方 程 可 写 
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成 


x? + y! —2ax *- 0-0, x? 4 y! —2by —c- 0, 


其 中 。 是 固定 的 ， 诉 4a ,5 EzE. Hol0, BUB 
束 是 由 不 相交 的 加 组 成 的 ， 如 图 2.3 A ; 而 第 二 个 EU 束 是 由 
相交 图 组 成 的 ， 它 们 都 经 过 极限 点 (二 ,0)， 这 于 个 点 可 
看 作 是 第 一 个 圆 束 的 退化 的 成 员 : 

(x-wo)!-3!50, — (xev e)! -y-0, 


若 。 二 0， 则 绕 原 点 旋转 90* 就 成 为 上 面 这 种 情形 了 ， 因 此 第 
一 个 贺 束 是 由 相交 的 圆 组 成 的 ， 而 第 二 个 网 束 是 由 不 相交 的 
圆 绍 成 的 。 若 c =0， 则 得 到 两 个 彼此 正 亦 的 相 切 圆 束 ， 每 
一 个 贺 东 的 成 员 都 与 一 条 轴 在 原点 处 相 切 ， 

不 相交 的 共 轴 圆 东 的 成 员 ， 根 据 它们 与 极限 点 连 线 的 交 
点 的 排列 ， 有 一 个 自然 的 顺序 。 因 此 ， 我 们 能 够 说 ， 在 任意 
三 个 成 员 中 的 某 一 个 在 另外 两 个 成 员 之 和 问 。 

倒 过 来 ， 我 们 可 以 把 圆 束 ap 说 成 是 由 所 有 与 ?和 8 都 
iE SEHE Zu, MAR 76 是 由 所 有 与 uc 和 1 都 正 交 的 贺 
组 成 的 。 换 名 话说 ，"o8 是 与 两 个 不 同 的 圆 痢 正 交 的 圆 组 成 
的 ， 和 而 这 两 个 圆 司 时 与 "和 有 是 正 交 的 。 

若 0 和 尸 是 相交 的 圆 7 和 6 的 两 个 公共 点 ， 则 关于 圆心 
在 0 点 的 任意 一 个 圆 的 反 演 ， 把 这 两 个 圆 变 成 经 过 书 的 反 演 
点 忆 的 两 条 直线 。 与 这 两 条 直线 都 正 交 的 圆 组 成 以 己 “ 为 贺 
心 的 同心 圆 “ 束 ”而 圆 束 vo 反 演 成 这 些 同 心 圆 的 直径 。 这 样 
的 图 形 也 可 以 从 两 个 不 相交 的 圆 a 和 8 得到， 因为 我 们 能 够 
容易 地 求 得 两 个 相交 的 、 且 与 a 和 8 都 正 交 的 加 y 和 6 (图 
5.7A)， 也 就 是 圆心 在 4 和 8 的 根 辆 上 、 华 径 适 当 长 的 两 个 
贺 。 因 此 有 o 
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定理 5.7.] REPA P0 A Pu BRÉ GO EE AAT D 
| Jyyb, iq IBssEBRI S ap 的 被 限 H OHP s -个 
EHEAR O. RE 从 0 到 了 P 的 自 m 顺序 ， 若 xc 比 6 
Ko MO (或 忆 ) 为 锐 心 的 圆 把 “ 反 泪 成 两 个 同心 圆 中 较 大 
的 (或 较 小 的 ) 贺 ， 车 保持 圆心 不 变 ， 而 让 反 演 圆 华 径 变 动 ， 
则 这 一 对 同心 圆 就 换 成 另外 一 对 定 径 成 同一 个 比 的 届 心 圆 ; 
原因 是 新 的 反 演 等 价 于 原来 的 反 演 与 一 个 适当 的 中 心 相似 变 
换 之 和 。 如 果 把 反 演 圆心 ” 换 成 尼 ， 则 这 一 对 同心 圆 就 换 成 
男 一 对 人 洁 径 成 反比 的 同心 圆 。 

And a 和 O0 是 任意 两 个 不 同 的 画 ， 则 “ 关于 o 的 反 演 像 
属于 圆 束 2。 这 是 因为 与 4 和 4 都 正 交 的 贺 ， 在 关 Too fi 
反 演 下 变 成 它 自己 ， 如 果 4 在 关于 6。 的 反 演 下 变 成 6B， 则 称 


E 5.7À 
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“是 ac 和 8 的 中 间 圆 (更 自然 的 名 称 似乎 应 读 是 “ 反 相 似 
lI". AA ETAR 0w, BEL o 属于 圆 束 ap, 现在 我 们 
可 以 证 明定 理 5.4.5 的 逆 定 理 。 

定理 5.7.2 任意 两 个 圆 至 少 有 一 个 中 间 圆 : 两 个 不 相 
交 的 圆 ， 或 两 个 相 切 的 圆 恰 有 一 个 中 间 圆 ， 而 两 个 相交 的 圆 
有 两 个 彼此 正 交 的 中 间 圆 。 

若 & 和 8B 相交 ， 我 们 能 把 它们 反 演 成 两 条 相交 的 直线 
这 两 条 直线 关于 它们 的 角 平 分 线 是 互 为 反射 像 的 。 再 反 演 回 
k, MIRAKA o 和 有 两 个 彼此 正 交 的 中 间 圆 ， 它 们 平 
分 0 和 有 之 间 的 夹 角 。 

者。 和 和 相 切 ， 我 们 能 把 它们 反 演 成 平行 直线 ， 因 此 这 
两 个 圆 有 唯一 的 中 间 圆 。 

若 & 和 有 不 相交 ， 则 能 把 它们 反 演 成 同心 圆 ， 设 这 两 个 
同心 圆 的 个 径 分 别 是 4 和 六， 则 它们 关于 坐 径 为 va 的 同心 
圆号 互 为 反 演 的 。 再 反 演 回去 ， 可 见 不 相 交 的 圆 & 和 有 叭 
-的 中 间 贺 (和 相 切 的 情形 一 样 )。 若 圆 c 和 有 是 全 等 的 ， 则 


和 它们 的 中 间 贺 就 是 这 两 个 圆 的 根 轴 。 
习 题 
1. 若 两 个 图 


x? + y? 2ax+0=0, x*--yS$—2by rc! 20 

是 彼此 正 交 的 ， 则 。 和 oc ' 应 满足 什么 条 件 ? 

2. 两 个 相 切 六 (假定 它们 在 公 切 线 的 同一 侧 ) 的 中 间 贺 的 
牛 径 是 这 两 个 贺 的 牛 径 的 调和 平均 值 。 

3. 两 个 互相 正 交 的 相 切 圆 束 ， 在 以 它们 的 公共 点 为 肥 演 
圆心 的 反 演 下 成 为 什么 样 的 图 形 ? 

4. 任 意 两 个 圆 能 够 反 演 成 两 个 从 等 的 圆 ， 
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.任意 两 个 至 等 的 加 的 根 轴 是 它们 的 中 间 贺 。 00 

6. 任 意 四 个 不 同 点 4, B,C, DD 能 够 反 演 成 一 个 平行 四 
边 形 4'B'C’D’ 的 顶点 (包括 四 个 顶点 在 一 条 西 线 上 的 退化 
的 情形 ， 这 时 A’B’=D’C’, A’D’ zB'C'), | 

提示 : p CREE. G) AC/ /BD, Ci) AB/ /cp 
或 AD/ /BC; (iii) A, B,C, D 不 共 圆 来 郑 虑 ， 

7. 已 知 两 个 不 相交 的 圆 (假定 它们 的 牢 径 不 相等 )， 求 作 
它们 的 中 间 贺 。 

提示 根据 8 5.5 避 题 3 可 求 共 轴 圆 束 a 的 极限 点 ,其 
中 和 有 是 两 个 不 相交 的 非 同心 圆 。 


3 5.8 MAES 


因为 在 反 演 下 和 角 焉 分 线 变 成 角 平 分 线 ， 故 两 个 相交 加 的 
每 一 个 中 间 圆 必 平 分 它们 的 夹 角 。 因 此 可 以 问 ， 两 个 不 相交 
的 圆 是否 上 只 有 在 某 种 意义 下 被 它们 的 中 间 圆 平分 的 性 质 ? 这 
个 问题 要 求 我 们 构造 出 两 个 不 相交 加 和 有 的 反 演 距离 (o， 
B)， 使 得 当 y 属于 园 束 08, HEE B 位 于 a 和 yy 之 间 时 ， 有 

(a, B) + (8,y) = (3,y). (5.8.1) 
如 果 以 一 个 极 跟 点 为 反 演 圆心 ， 则 这 三 个 图 反 演 成 三 个 同心 
W FEDIA 2,0, c， 它 们 满足 关 RA abdc, 或 4 过 b 
«e, B, 


a b a 
-m xX Å— = 


b^c c" 


到 对 数 的 运算 把 乘法 变 成 加 法 ， 故 可 命 
(a, B) = | leg. (5,8,2) 


A ab kh, EAG E log(a/b); miM a< 时 ， 上 式 右边 
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是 logC(b/a)， 显 然 ， 方 各 (5.8.1) 对 这 三 个 图 总 成 立 的 。 

记号 “log” 可 以 理解 为 底数 是 10 的 对 数 ， 即 关系 式 x= 
logy 意味 着 y=10*。 但 是 ， 以 10 为 底数 的 习惯 来 自 人 有 十 
个 手指 (包括 姆 指 在 内 )， 而 不 是 基于 数学 上 的 考虑 。 在 数学 
上 更 有 意义 的 旦 用 超越 数 


eoo 


| es — - 2, 7182818284590*- 
代替 10 作 为 底数 。 这 时 关系 式 x = log2( 有 时 记 作 lny) 意 味 着 
| - EM 
而 自然 对 数 了 KS B RO vr XU IA PH IBS. 
log(1 +t) M2 EQESU E 
2 3 4 
AE. S3EÍCMETEXRPRA TAZA EL B9 c TREE BE E X. 29 TE 
5E iR TEACA eR pH, "41189415 之 比 ( 较 大 者 为 
AT. 848294: RO R9 B ERES, 
因为 同心 圆 在 反 演 下 成 为 共 轴 圆 ， 因 此 在 共 轴 贺 束 的 成 
员 之 间 ， 这 种 “距离 ”在 (5.8.1) 式 的 意义 下 是 可 加 的 ， 特 
s | Iko ERAADA HJ [o 
的 中 间 圆 平分 它们 之 间 的 反 
演 距 离 。 者 把 两 条 平行 直线 
看 作 两 个 同心 圆 的 极限 情 
形 ， 则 可 以 认为 两 个 相 切 圆 
Bybe IR ER EX ACE, 
如 果 有 两 个 非 同心 圆 ， 
其 中 一 个 落 在 另 一 个 的 内 
图 5.8A 部 ,如 图 5.8A ;再 画 一 串 使 


— umarme m re m< 


-© 看 [26,p,32]， 


y -e* 


十 "te i 
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AUS, HELER EMAER ARAD, M 
能 出 现 这 个 相 切 圆 序列 怜 好 是 闲 合 的 情形 BUE fI A b 
n 个 加 组 成 的 ， 而 最 后 一 个 圆 又 与 第 一 个 圆 相 切 。 在 这 
种 情形 下 ， 我 们 可 以 取 任 意 一 个 与 原先 两 个 圆 都 相 切 的 贺 作 
为 序列 中 的 第 一 个 贺 ， 而 得 到 的 仍 是 由 个 圆 组 成 的 相 切 加 
闭 序列 。 定 理 5.7.1 提 供 了 这 个 结果 的 非常 简单 的 证 明 (这 个 
结果 称 作 斯 泰 纳 的 系 bs ”sa )。 我 们 只 要 把 原 先 的 两 个 加 
反 演 成 两 个 同心 圆 ， 而 其 它 的 加 就 变 成 环 状 排 列 的 若干 全 等 
的 圆 ， 它 们 的 圆心 构成 一 个 正 =- 角 形 ， 如 图 5.8 B 。 在 这 个 
图 中 ， 汉 是 球状 排列 的 圆 的 圆心 之 一 ， 了 是 相应 的 圆 与 属于 
污 序 列 的 相 邻 圆 的 劝 点 ， 0 是 同心 圆 的 公共 圆心 ， 外 圆 个 径 
Za, RAPHE, BRAOAT 是 直角 三 角形 ， 并 且 


a+b a-b 
9 ? AT = 2 ? 
LAOT 等 于 rm 个 弧度 吓 ? 3 。 因 为 这 两 个 同心 圆 的 全 各 


A a b, "EI IBECIRUB BEES ô= log(a/b), E 


OA = 


因此 ， 只 要 原先 两 个 圆 的 反 演 距离 6 满足 方程 
r ec 一 1 
元 = 下 


则 斯 泰 纳 的 系 就 成 立 。 解 出 es， 再 求 出 5， 则 我 们 有 


sin 


+ AX + T 2 
工矿 一 一 一 一 一 . 
" 于 十 sins | + sins x ， T2 
一 一 - 一 Sec—- + an — 
| ( n nj? 
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. T 1 
] — sin.— COS—-. 
n n 


x | 
ò = 2log( sec 一 十 tn). (5.8.3) 


特别 地 ， 设 n =4， 则 反 演 距离 为 2logC(w 2 + 1) 的 任意 
两 个 加 属于 六 个 圆 组 成 的 “构图 ”， 其 中 每 一 个 圆 都 和 四 个 
加 组 切 ， 这 大 个 圆 可 以 分 为 三 组 相对 的 圆 ， 每 一 个 圆 和 不 与 
它 相 对 的 区 都 相 切 ， 而 任意 两 个 相对 圆 之 间 的 反 演 距离 都 古 
2log(/ 2 +1), 自然 ， 其 余 12 个 反 演 距离 都 是 零 。 
— An RH UJ [A] FF Fi] «E £817 
d 转 之 后 是 闲 合 的 (>1)， 
则 斯 泰 纳 的 系 仍旧 成 立 ， 在 
公式 中 只 要 用 分 数 n/d 代替 
n 就 行 了 ， 
因为 贺 的 侍 径 可 以 是 任 
意 的 ， 而 它 的 圆心 由 两 个 坐 
标 所 决定 ,因此 欧 氏 平面 ( 因 
Ei 5.8B 而 也 是 反 泗 平面 ) 上 所 有 p 
的 集合 依 顿 三 个 参数 ， 也 就 是 说 该 集合 是 co? 圆 族 。 如 果 把 
反 演 平面 上 的 co3? 圆 族 解释 为 三 维 空间 中 的 平面 族 ， 则 我们 
就 得 到 由 高 斯 (Gauss)， 鲍 耶 (Bolyai) , 罗 巴 万 夫 斯 基 (Loba- 
chevsky) 《在 1820 一 1830 年 间 ) 各 自 独 立地 发 现 的 、 著 名 的 
“ 非 欧 几何 学 ”。 两 个 相交 圆 之 间 的 夹 角 代表 相交 成 一 条 站 
线 的 两 个 平面 之 间 的 炎 角 ; 两 个 相 切 的 圆 代表 两 个 “平行 ” 
的 平面 : 两 个 不 相交 较 之 间 的 反 演 距离 代表 有 公 垂 线 的 “ 超 
平行 2? 平面 之 间 褒 公 垂 线 量 取 的 焉 离 :5 。 


(D 看 Coxeter，《 非 胸 儿 何 学 》(Non-Euclidean Geometry(5th ed., 
Toronto, 1965)), pp.265—266, 
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J ğ 
1. dE Xt alt eb, HARDA TE re B8 £1 x in F8 441 
疗 的 切 点 落 在 原先 两 个 加 的 中 间 加 上。( 事 实 上 ， 任 意 两 个 
li a 和 8 的 中 间 圆 可 以 说 成 是 与 a 和 8 都 相 切 的 两 个 相 切 贺 
的 切 点 了 的 轨迹 。)》 
2. 方 程 (5.8.3) 等 价 于 
ô = 2log tan( 7 tyne 
3. EZERA R, E EA k eh 
ZAU, HLEH pE DO Fd sg 59 45 — £n ELIO T JR PA 
相 切 。 那 末 这 大 个 圆 之 间 的 反 演 距离 是 多 少 ? 


$5.9 XU 
在 这 一 节 我 们 将 看 到 ， 在 两 个 相交 圆 的 夹 角 的 三 角 画 数 

和 两 个 不 相交 圆 的 反 演 距离 的 所 谓 双 曲 画 数 @ AER 

人 的 相似 之 处 。 双 曲 正 路， 双 曲 余 嘴 和 双 曲 正切 用 指数 本 数 

e* 分 别 定义 为 

—* 已 zx 十 已 一 上 


. e*—e 
sinhx = 一 2 一， coshx = 


, 


e* —e* 
tanhx = 32 

ex +e 

H3 JE nf án 

, coshx -sinhx —-e*, 
FRÉ ALIH IG Am mE CARXUEXEIDBU- fgg 
Q hAg” MASU€MBEJIML6,Dp.12418€[26,p.22]1. i 3k, WHE, 
PERRERA RAJA” GAE XdEBMCOL pe» —Xx 


中 作 了 很 出 色 的 论述 ， 该 文 刊载 在 麻 省 理工 学 院 (M.I. 工 .出 版 的 《数学 科学 ; 
论文 集 》(The Mathematical Sciences, A Collection of Essays, 1969)— 


coshx -sinhx = e7* 


节 上 。 | 
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sinh = 0， coshQ -]1 |! 


tanh = 0, tanhoo- 1 


cosh?x ~ sinh?x = ] 


sin0 =0, | cosQ-] 


Tt 
tan0 = 0, tan 本 =1 


cos?x--sin?*x-] 


sinhx i nhx | Sinx _ tany 
coshx cosx 
| u 
sinh? MS 一 了 | sin? = 1 is 
"Ed coshx + 1 | T2 ] + cosx 
Cos 7 2277 | cost, —7 7» 7 
t pi. x f- cosx 
an sinhe ~ tan 7 = sinx 
用 这 种 记号 ，(5.8.3) 式 能 写成 
ô 。 X . . 6 m 
tanb- -sin—, 或 sinh- = tan 
或 | cosh =-= sec >, 
把 双 曲 PA APE R SE P R FE IH ELTE ECER NH, 在 化 学 中 的 
作用 或 许 不 会 被 认为 是 异想天开 的 。 这 个 根 虽 然 是 由 所 原子 
和 和 氮 原 子 组 成 的 ， 但 是 它 的 行为 却 象 一 个 钢 原 子 ， 或 一 个 钊 


原子 。 同样 ， 双 曲 画 数 虽然 是 用 指数 画 数 表示 的 ， 但 是 它 的 
性 质 却 类 似 于 三 角 画 数 。( 当 然 ， 如 果 学 过 一 点 复 变 Wa, 


知道 公式 cosx = cosh ix, 1sinx = sinh tx, 


(D RA.E.H.pig$ (Tutton)dg «k 
don, 1911), p.82, 
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则 上 面 用 化 学 作 类 上 比 


mæ» (Crystals ,Kegan Paul, Lon- 


Paty = PA p ute . - ^ 
pit ck) Iu ' 
LEIA | 。J 


现在 回 到 关于 圆 对 之 间 的 夹 角 和 反 演 旗 离 的 讨论 ， 游 不 
^ f 4r 92g a 和 4b 的 两 个 车 ， 它 们 的 加 心 距 ( 按 通常 的 意义 》 
AC. TER, b, o 中 每 一 个 都 小 于 另外 两 个 的 和 ， 则 这 两 
个 圆 相 交 于 两 点 ,其 中 每 一 个 交点 和 两 个 圆心 构成 边 长 为 4， 
b, e 的 三 角形 。 两 圆 的 一 个 交角 恰好 是 该 三 角 形 的 前 两 条 
WERKA, CHRE 


H] 5.9A 图 5.9B 


aa, b, e 中 有 一 个 大 于 另外 两 个 之 和 时 ， 则 这 两 个 贺 
个 相交 。 我 们 来 看 表达 式 
0? 4 p? — c? 
Y= 32ab . 
其 有 什么 几何 意义 。 先 设 它 们 是 两 个 同心 圆 (ec=0)， 如 图 
5.9A， 则 它们 的 直径 44 和 28 在 一 条 在 线 上 ， 且 满足 关 
系 AB'/ /448。 它 们 的 反 演 距 资 及 


a 
2 0 二 log, 
ic AS ELE 


ABxA'B' ;AB\2? 
(AM ,BB') Su xA B= (a) 


a —-b2 je? —]X2 
-(eus) 7 evi) 


e255+]1~-2e e^4e5-2 
— e2? +] 4- 2e? T e? +e ê +2 


| coshó — ] 

— coshó 4- ]* 
如 果 这 两 个 同心 圆 是 盾 径 分 别 为 4 Fü b, 圆心 距 为 “的 两 个 
不 相交 的 圆 经 过 反 演 得 到 的 ， 用 A,A’, B, 8 表示 后 者 两 个 
网 和 连 心 线 的 变 点 (假定 AB'/ /A’B). 由 于 定理 5.4.2 和 定 
理 5,4.3, 交 上 比 和 隔离 性 在 反 演 下 是 不 变 的 ， 因 此 我 们 仍 有 


cosh ô — 1 


(AA, BB’) = sg. 


现在 我 们 要 把 这 个 交 比 (也 就 是 6 ) 用 新 的 a,5b,c 表示 出 来 。 
若 4-b 汪 >c， 如 图 5,9B， 我 们 有 


ABxA'B' (a*rc—-b)(a-c-b) 
(AA', BB’} = AB'xA'B^ (a+c+b)(a-c+b) 


| (a-b)? -oe ,a^rb?-—c?-—2ab 
~ (a+b)? ai-bj-cr2ab 


因此 cosh ô=y, giacb«o, hnl5.9C, RITE 
ABx A'B* (c-a-b)(c+a+b) 


(AA',BB'Y = Agr x A'B = (c-atby(eta-b) 
c -(acby | —a? — b? + c? —2ab 
~ &-(a-b)  —a?-b? +e? +2ab 
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因此 coshó- —y, 
综合 以 上 结果 ， 我 们 
证 明了 

定理 5.9.1 者 
两 个 不 相交 圆 的 什么 
4r 3| ab, [BL 
Ec, MX pn] 
的 反 演 距离 6 适合 人 


ja +b? — oe? 


cosh 6 = |- 


2ab 


TE Zgx& 4 AE BRE — TARMA, ZEFRBRIIA a 和 
b WATEA, fFEJERAEBÉ— DAA- AAU, "DB 
是 后 一 个 圆 的 外 切 四 角形 。 如 所 周知 ， 这 样 两 个 圆 的 圆心 中 
EAEE 


2d 1 21 
(a-c)? (acc) b? 


即 la? + b? —c?| 2 b / 4a? + bÈ, 


故 cosh 5 12 tb? — e] L| «(y 


2ab 2a ^a 


因为 cosh*ó = 1+sinh20， 所 以 含有 一 个 内 接 外 切 四 角形 的 两 
个 圆 之 间 的 反 演 距离 可 以 用 它们 的 个 径 简 单 地 表示 成 


(D 国 数 ?=coshz 的 图 象 是 大 家 所 熟 悉 的 悬 链 线 ， 即 一 条 链 条 在 两 端 挂 
起 来 时 所 采取 的 形状 ， 见 [6，pp。 317—319]. 
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Jo 题 


1, 碍 侍 径 都 是 1 的 两 个 山 的 圆心 距 是 20/3 +1), N 
落 在 它们 正中 的 另外 一 个 单位 阅 必 平分 它们 的 议 演 距离 。 最 
后 一 个 风 是 否 是 前 两 个 加 的 中 间 网 ? 

2, SEED C $5.4 习题 4 ) 之 间 的 反 演 距离 6 适合 


ô 
cosh-- -2. 


3. 设 两 个 网 彼此 外 离 ， 它 们 有 四 条 公司 线 。 则 短 的 公 
切线 与 长 的 公 切 线 的 长 度 之 比 等 于 tanh(6/2)， 其 中 5 是 这 
P3 ^ IBS 5CTRSE BE. 

4, 设 一 个 定 径 为 5 的 国 的 圆心 到 一 条 直线 的 距离 是 
p, E pb, IERI fui, 则 cos 6= +p/b。 X 
p 之 2， 设 它们 的 反 演 距离 是 5， 则 cosh 5 — p/b, | 

5. 设 三 角形 的 外 接 贺 全 径 是 R, 内 切 贺 全 径 是 +， 外 
接 圆 和 内 切 圆 的 反 演 距 奖 是 5， 则 


, 0  ]Fl r 
sinh 2 = 7 Ji- 
提示 利用 定理 2.1.,2， 


6. 考虑 三 角形 的 外 搂 圆 和 九 点 圆 。 车 该 三 角形 是 锁 角 
三 角形 ， 这 两 个 圆 必 相 交 ， 则 它们 的 交角 6 适合 


5 


aÔ 
sin? = — cos A cos B cos C, 


若 该 三 角形 是 直角 三 角形 或 锐角 三 角形 ， 则 这 两 个 圆 的 反 Us 
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距离 6 适合 
6 
sinh = cos Á cos B cos C. 
7. pR^ [3] 
x*-y*-2ax-d*-0 (a>d>0) 


和 x? +y? -2bx+d?=0 (b>d>0) 


d d 
tanh a = y>- tanhf= FE 
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第 六 章 ”射影 几何 学 导论 


就 热 你 在 学 习 几 何 学 和 三 角 学 ， 我 就 问 你 一 个 
问 惠 。 一 条 船 在 海洋 上 航行 ， 它 未 载 着 羊毛 离开 了 
波士顿 。 它 总 共 重 200 吨 。 它 要 开 往 勒 阿 弗 尔 去 。 
RELAI. 风向 是 未 北 偏 未 。 时 钟 正 指 着 
下 午 三 点 一 刻 。 这 是 在 五 月 份 。 请 问 :， 船长 的 年 齿 
ASK? 

G.dpop Wr 


至 今 我 们 所 券 虑 的 都 是 把 点 变 到 点 的 变换 。 “射影 下 
面 的 特有 性 质 是 对 偶 原 理 ， 它 允许 我 们 把 点 换 成 直线 ， 把 直 
线 换 成 点 。 关 于 一 个 固定 圆 的 “了 配 极 ” 就 是 这 样 一 种 变换 ， 
它 与 反 演 是 很 接近 的 。 除 圈 心 O 外 ， 每 一 点 配 极 成 一 条 直 
His 每 一 条 不 经 过 O 点 的 直线 配 极 成 一 点 ;每 一 个 园 配 极 成 
以 0 为 “焦点 ”的 圆锥 曲线 。 我 们 在 对 圆锥 曲线 进行 车 于 讨 
论 之 后 ， 将 对 反 演 几何 学 和 射影 儿 何 学 进行 仔细 的 比较 ， 从 
而 结束 这 一 章 。 


$6,1 配 极 
关于 反 演 的 这 种 变 体 ， 我 们 仍 需要 以 0 为 圆心 ， 以 为 
^E fI] oC 如 $5.3 所 讲 到 的 )。 除 0 点 外 的 每 一 点 了 决定 
了 一 条 经 过 了 的 反 演 像 , TE HL SEIS T OP 的 直线 P( 图 6.1A)， 
称 之 为 点 了 的 极 线 。 有 反 过 来 ， 每 一 条 不 经 过 0 点 的 直线 p 决 
” 定 了 一 点 PP， 它 是 从 0 向 直线 Pp Bro|B9 sexe P A RAR, 
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称 为 直线 p 的 极点 。 在 图 5.3A rp, Au dg Pm PI 的 位 置 对 
换 一 下 ， 则 当 了 点 在 4 的 外 部 时 ， 它 的 航线 是 从 了 向 6 作 的 
两 条 切线 的 切 点 的 连 线 。 显 然 ， 当 三 落 在 w 上 时 ， 它 的 极 线 
就 是 圆 ww 在 该 点 的 切线 、 这 是 局 和 p 关联 的 仅 有 的 情形 (人 关 
联 ” 的 意思 是 了 在 np 上 ， 或 者 说 p 经 过 PP)。 我 们 会 看 到 ， 
条 用 协调 的 记号 是 方便 的 ， 我 们 把 点 A,8,C,… 的 极 线 记 作 
直线 a,p,c,…; 反 过 来 ， 任 意 一 条 直线 的 极点 记 成 对 应 的 
大 写字 母 。 


如 图 6.1B， 任 意 一 点 4( 除 去 0 点) 的 反 演 像 i IEA, 
对 应 的 极 线 记 作 4a。 对 于 4 上 任意 一 点 8， 作 AB! 垂直 于 
OB, M AOAB’~ 人 0BA’, H 

OB x OB’ ZOA xOA' - K*. 

因此 ，B 是 8 的 反 演 像 ，AB 是 8 的 极 线 b5。 反 之 , 经 过 A 
点 的 任意 一 条 直线 b GRE OA PORE Y —4& E tk OB, 
重新 得 到 了 了 上面 给 出 的 图 形 。 这 梓 ， 我 们 证 明了 

定理 6.1.1 大 了 在 4 b, Wb RTA. 

让 和 和 4 保持 不 动 ， 而 让 8B 和 5 变化， 我 们 就 得 到 £A 
£X a( 不 经 过 0 点 ) 上 所 有 各 点 的 极 线 是 经 过 极点 4 的 直线 。 
换 句 话说， 一 组 共 线 点 的 极 线 是 一 组 共 点 线 。 这 种 把 点 和 站 
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变 、 由 此 自然 地 得 到 对 偶 愿 理 ， 如 果 一 个 图 形 是 由 点 和 表 线 
构 或 的 ， 其 中 一 定 的 点 落 在 一 定 的 直线 上 ， 则 必 有 一 个 由 站 
线 和 点 构成 的 图 形 。 使 得 一 定 的 直线 经 过 一 定 的 点 。 例 如， 
一 个 完全 四 角形 (由 每 三 点 都 不 共 线 的 四 个 点 及 它们 的 六 条 
连 线 AD, BD, CD, BC,CA, AB 组 成 的 图 形 ) 的 对 偶 是 一 个 
完全 四 边 形 ( 由 每 三 条 都 不 共 点 的 四 条 交 线 及 它们 的 六 个 交 
成 Qed,bed,crd,bec,cea,aeb 组 成 的 图 形 》， 


图 6.1B 


一 个 圆 钱 可 以 看 作 点 的 轨 述 ， 也 可 以 看 作 直 线 〈 圆 的 切 
线 ) 的 包 络 ( 娩 6.1C)， 因 为 每 一 条 切线 是 一 条 制 线 当 它 的 两 
个 “端点 ” ET 一 致 时 的 极限 位 置 ， 对 偶 地 ， 每 一 个 切 点 是 
两 条 切线 的 交 点 当 这 两 条 切线 趋 于 一 致 时 的 极限 位 置 。 这 
样 ， 配 极 把 轨迹 换 成 包 络 。 图 w 可 以 看 作秀 迹 ， 也 可 以 看 作 
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包 络 。 在 配 极 D. d 
一 个 加 从 一 种 意义 向 t 


对 立 的 意义 转化 , 同 。 。 . 
样 ， 以 0 AEO, A . : 
r 为 秆 径 的 贺 配 极 成 "nu 4 
守 径 为 te 人 r 的 同心 
| 轨迹 
圆 ( 意 义 改 变 了 )， 包 络 
按照 下 面 的 “ 词 图 6.1C 


典 ” 逐 字 进 行 翻 译 ， 就 能 够 很 容易 地 从 一 个 已 知 定理 或 斧 图 
得 到 对 偶 的 定理 或 构图 (每 一 个 词 要 换 成 在 另 一 列 的 对 应 
ii). 


点 直线 

在 TP E | 经 过 oe 
联结 两 点 的 直线 | 两 条 次 线 的 交点 
共 点 共 线 

四 角形 四 边 形 

极点 极 线 

轨迹 包 络 

切线 E. 


当 两 个 点 和 两 条 直线 以 定夺 6.1.1 的 方式 相关 时 ( 即 一 个 
ARED- ARRE) MAMBE, a bE 
EMi. K ABUIRIXOE G A R ARE, du 4 的 
极点 是 与 4 JEUEBJIEZXBS R58 GEIBIDS P185 T SRL DC, 
因此 可 以 认为 点 是 经 过 它 的 直线 的 “ 包 纵 ”)，。 特 别 地 ， 切 线 


-ar 
" 
aN 


157 


a 上 任意 一 点 与 切 点 4 站 
dí, AK AGE Jg: 经 
xt o 上 的 点 4 的 任意 一 条 
直线 是 切线 a DJ: S gi 
线 ， 故 4 ihik. 

任意 一 条 不 经 过 0 点 
的 直线 4B 的 极点 落 在 
A,B 两 点 的 极 线 上 ， 故 可 | 
把 它 说 成 是 交 Hia. b. P 图 6.1D 
in, SE AGHBITE E, Mj 
Hi 4B 的 极点 是 切线 a 和 5 的 交点 (图 6.,1D)。 对偶 地 ， 贺 
外 任意 一 点 落 在 圆 的 两 条 切线 上 ( 设 为 a 和 4b)， 则 它 的 极 线 
就 是 联结 切 点 4 和 B 的 制 线 ， 

在 任意 一 条 直线 D 上 必 存 在 圆 o PRESSE. Xp 
径 ， 则 它 的 极点 己 必 在 直线 p 的 在 圆 外 部 的 点 的 极 线 上 ， 因 
此 只 要 作 这 样 两 条 极 线 的 交点 就 行 了 。 对 偶 地 ， 任 意 一 点 了 
必 在 圆 的 制 线 上 。 若 了 和 0O 不 重合 ， 则 它 的 极 线 Pp 必 包 含 这 
些 制 线 的 极点 ， 因 此 只 要 作 这 样 两 个 极点 的 连 线 就 行 了 。 这 
些 结果 可 以 综合 如 下 ; 

定理 6.1.2 任意 一 条 制 线 ( 除 直径 外 )48B BR RARE TAL o 
在 4 和 妃 的 切线 的 交点 。 圆 外 任意 一 点 的 航线 是 该 点 向 圆 所 
引 的 两 条 切线 的 切 点 的 连 线 .任意 一 条 直线 ( 除 直 径 外 )p 的 极 
点 是 直线 p 上 在 圆 外 的 任意 两 点 的 极 线 的 交点 。 任 意 一 点 [ 除 
圆心 外 )P 的 极 线 是 经 过 PP 点 的 任意 两 条 制 线 的 极点 的 连 线 。 

值得 指出 的 是 ， 如 果 给 出 了 配 极 圆 o 和 人 它 的 所 有 切线 ， 
则 上 面 的 作 图 法 只 涉及 点 和 直线 的 关联 性 ， 而 不 涉及 任何 度 
量 的 性 质 ， 这 正 是 射影 几何 的 特征 。 
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J Æ 
1. 对 于 圆心 为 0 KA o mR, EE— AARO ZI 
的 极 线 是 圆 o 及 以 OA 为 直径 的 圆 的 根 轴 。 
2. AMB ARAWAT ZAOB, 
3. 以 2 为 中 心 的 正 对 角形 的 顶点 和 边 ( 看 作 E 线 ) RC 
所 成 另 一 个 以 9 为 中 心 的 正 二 角形 的 边 和 顶点 。 
4。 以 0 为 中 心 的 分 形 配 极 成 一 个 菱形 。 


$6.2 三 角形 的 极 图 


在 图 6.1B 中 ， 当 四 点 4, B, A^, B? 各 不 相同 时 , 则 三 角 
形 4BC( 其 中 C = ao, 纪 有 这 样 的 性 质 ， 每 一 个 项 点 是 对 边 的 
极点 ， 所 以 任意 两 个 顶点 是 共 斩 的 ， 任 意 两 边 也 是 共 罗 的 。 
事实 上 ， 任 意 两 个 共 斩 点 (只 要 不 是 自 共 斩 的 ) 都 能 够 作为 这 
样 一 个 自 极 三 角形 4BC 的 顶点 。 

图 6.2A 中 的 三 个 图 (根据 图 6. 1B 的 前 三 个 图 画 出 的 ?给 
出 了 雁 罗 点 4 和 时 的 各 种 可 能 的 典型 位 置 ， 所 以 自 极 三 角形 
必定 是 钝 角 三 角形 ， 钝 角 所 在 的 顶点 在 w 的 内 部 ， 而 其 余 丙 
个 顶点 在 @ 的 外 部 。 反 过 来 ， 任 意 一 个 印 角 三 角形 ABC 决 
定 了 唯一 的 极 回 ， 使 得 该 三 角形 关于 这 个 圆 是 自 极 三 角形 。 
极品 的 圆心 和 件 径 可 以 这 样 决定 ， 外 然 OA fi OB 是 AABC 
的 高 线 ， 所 以 0 是 A4BC 的 牌 心 。 用 (2,4.4) 式 的 记号 ， 
AABC 的 极 贺 的 圆心 是 旦 ， 牛 径 是 

VHAXHD=VHBXHE -/HOxHF, 

因此 ， 关 于 这 个 圆 的 反 演 便 把 A4BC 的 顶点 变 成 它 的 高 线 
是 。 因 为 反 演 把 圆 变 成 圆 ， 考 虑 通过 以 上 两 组 项 点 的 圆 则 得 

定理 6.2.1 任意 一 个 钝 角 三 角形 的 外 接 圆 和 盛 点 圆 关 
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Tq DEBRIS R ETARA. . 

换 句 话说 ， 圾 圆 古 三 角形 的 外 接 贺 和 九 点 图 的 一 个 中 间 
I| (因为 谈 三 角形 足 印 角 三 角形 ， 它 的 外 接 圆 和 九 点 加 必定 
相交 ， 因 而 中 间 罗 有 两 个 )。 由 此 可 见 ， 钙 角 三 fü 形 的 外 接 
网 ， 九 点 和 极 圆 是 共 轿 的 (它们 的 圆心 在 欧 拉 线 上 )》 着 且 
九 点 圆 经 过 十 一 个 特殊 点 (而 不 仅仅 是 原来 的 九 个 特殊 点 )， 
双 外 的 两 个 点 是 外 接 圆 和 极 圆 的 交点 。 


图 6.24 


J RE 
在 钝 角 三 角形 中 ， 极 圆 和 外 接 圆 的 交角 9 适合 
cos20 = — cos A cos B cos C, 

$6.3 圆锥 曲线 

TE $ 3. 8/1 $ 3.9 简略 地 提 到 过 称 为 癌 锥 曲线 (或 “圆锥 截 
X" ) 的 有 趣 的 曲线 ， 它 们 可 以 通过 许多 不 同 的 途径 得 到 ， 一 
种 途径 是 把 圆锥 井 线 定义 为 图 的 配 极 像 。 确 切 地 说 ， 设 是 
IAIA D, A ”为 牛人 径 的 圆 ， 考 虑 它 关 于 以 0 为 圆心 的 圆 
% 的 配 极 像 。 圆 o 的 个 径 丰 是 不 重要 的 ， 因 为 它 只 影响 圆锥 
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图 6.3B 


当 我 们 把 加 锥 曲线 描述 为 加 a 的 配 极 像 时 ， 鲜 把 它 看 作 
2 的 切线 的 极点 构成 的 轨迹 ， 也 把 它 看 作 a 上 的 点 的 极 线 的 
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图 6.3C 


Ek. X s<1， 则 点 O 在 圆 a 的 内 部 ， 从 0 引出 的 每 一 条 射 
线 上 必 有 属于 圆锥 阳线 的 一 个 点 ， 所 以 这 条 曲线 是 一 条 卵 形 
线 ， 称 关山 圆 ( 图 6.34》。 特 别 地 ， 当 s= 0 时， 该 梢 圆 只 是 
一 个 圆 ， 当 离心 率 : 逐渐 赠 大 时 ， 圆 锥 曲线 和 图 的 差异 变 得 
HORDE, 若 e= 1，04 =r， 则 0 在 圆 a 上 ， 即 = 上 的 点 
的 集合 包含 点 O 在 内 ， 该 点 (关于 6) KARA: 4 的 切线 的 
集合 包含 圆 a 在 0 点 的 切线 在 内 ， 该 直线 没有 极点 。 因 此 图 
锥 曲线 在 AO 的 方向 趋 于 无 穷 远 ， 这 条 曲线 称 为 擅 物 线 (图 
6.3B)。 若 之 1， 则 0 在 贺 & 的 外 部 ， 相 应 的 圆锥 曲线 称 为 
双 曲 线 (图 6,3C)。 贺 4 的 从 O 点 引出 的 两 条 切线 没有 极点 ， 
但 是 ， 这 两 条 切线 的 切 点 U 和 VV 有 极 线 ， 称 为 双 曲 线 的 渐 近 
线 。 这 两 条 渐 近 线 4 和 wv 是 属于 包 络 的 ， 但 是 它们 却 是 没有 
切 点 的 切线 ! 沿 着 其 中 一 条 渐 近 线 的 一 个 方向 行进 有 时， 我 们 
将 会 看 到 曲线 越 来 越 接 近 渐 近 线 ， 但 实际 上 总 是 达 不 到 的 ， 
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Jg NEXET ARADR, BIT EGEE 
太阳 为 焦点 的 椭圆 。 BAFER, defrRUSEREEL 
道 的 离心 率 上 已 测量 出 来 了 。 在 下 面 的 表格 中 列 出 了 其 中 的 
— 4 e fü. 


1T Æ He F: 
水 Æ 0.2056 = 思 克 (Encke) 0.85 
4 Æ 0.0068 JE hy (Biela) 0.76 
地 球 0.0167 Æ ^ B itr (Holmes) 0.41 
X Æ 0.0934 布鲁克 斯 (Brooks) 0.47 
Æ Æ 0,0484 哈雷 (Halley) 0. 967 
t Æ 0.0557 Z R3 (Donati) 0.9963 
REÆ 0.0472 克 奇 亚 (Coggia) 0.9988 
海王 星 0.0086 “丹尼尔 (Daniel) 1,000 
TEE 0.2481 ARE CMorehouse) 1.000 
E 题 


1, BRANA 8， 使 它们 的 咎 径 几 乎 相等 ， 圆 心 几 
FEE, HHR o 落 在 圆 有 的 内 部 。 在 C 上 取 点 4 ,4s， 
Ás, …: 在 用 ER B,, Bi, B,, … 使 得 B,B,, BaB, = j a 4A 
切 于 A, Áz, V. JB 55, b, ILIE i% A, Á;, As As, e. JH Ci, 
C5, “iL B TE B, fn B, H9 9)4€ H3 25 px , DTE B; 和 B, 的 切线 的 
Pa 点 ， …。 则 直线 ba, bu, 是 上 关于 4 的 配 极 像 的 切线 ， 点 
Ci,Cs,… 洲 在 4 关于 8 的 配 极 像 上 . 

2. Bla 关于 非 同心 圆 w 的 配 极 像 以 连 心 线 为 对 称 轴 。 
是 否 能 想像 圆锥 曲线 可 能 有 第 二 条 对 称 轴 ? 

3. 对 于 抛物 线 ， 从 焦点 向 切线 所 引 的 垂 线 是 沙 在 一 条 
直线 上 的 ， 
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41. BAA mE OA 的 交角 是 9， 则 sec 
-t€,. RR TA qu dB ag ut £C feum OR OZ. 
5. 对 于 轨道 离心 率 621588 AE LT OT 


$6.4 焦点 和 淮 线 


当 圆 锥 曲线 看 作 圆心 为 4 的 赔 的 配 极 像 时 , 4( 关 于 配 极 
[| o ) 的 极 线 称 为 圆锥 曲线 (对 应 于 焦点 0 ) 的 难 线 。 从 焦点 
到 圆锥 曲线 上 任意 一 点 的 焉 离 称 为 焦 趾 径 。 现 在 我 们 要 建立 
圆锥 由 线 的 一 个 最 重要 的 性 质 〈 它 是 由 亚 历 出 大 里 亚 的 帕 普 
斯 在 公元 四 世纪 证 明 的 ， 但 是 比 他 早 六 百年 的 欧 几 里 得 可 能 
已 经 预见 到 这 个 性 质 )， 

定理 6.4.1 ZAHEER bR Ee, EO, Etk 
ia. MITHA LERAP kE OP 等 于 从 P 
到 4 的 距离 的 e fis. 


在 图 6.4 A, B, C dit, ifE P SaofHUFET A, Sif 
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O ATIS TM ri, 
E (RFH) 
的 极点 是 PP， A 
?€ p 和 OP 相交 
于 了 ‘点 PP 的 反 
Wn. fia 
和 总 的 航线 分 别 
与 直线 OA 相交 
FA GRAB 
UL MM CE | 
MADRI); WEK HOA P i a 所 引 的 重 线 足 。 我 们 要 证 BÀ 
OP =ePK。 为 了 包括 所 有 各 种 可 能 的 情形 ， 我 们 把 直线 OA 
上 的 距离 邦 看 作 有 向 距离 (例如 ， 当 0O 落 在 MM 和 4 之 间 时 , 则 
fi OM - OAZ AMD, Mkr 分别 表示 圆 bo 和 a WEA, 因 
此 得 到 
PK OA'-OM' k /OA’ OM’\ OP’; k k 
( ) = Cox ou) 


OP ^ OP “Op\k k k VOA OM 


| .OP' jOM ) AT AM > 


1 
- OMVOA -l]^ AM OA OK "c 


反 过 来 ， 我 们 有 

定理 6.4.2 对 于 任意 一 点 O ， 不 经 过 0 点 的 任意 一 条 
Hika 及 任意 一 个 正 的 常数 8 ， 则 到 点 0 的 距离 是 到 将 线 a 
的 距离 的 fii xb LS X — A SE B A. 

“此 人 要 把 园 。 取 成 以 O Job, 日 与 4 相 急 的 圆 ， 设 
AEETI E. BERG 是 以 A 为 圆心 ， 以 OA/s AEW 
Dp 
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3 B 


1, Wap P SU STE HRS SA AL Ae l/e f PR E 
H eti REDIERE EN T Ed 

2. H e41 M EBD uus < 轴 相 交 于 两 点 。 移 动 
轴 使 新 原点 是 这 两 个 交点 连 线 的 中 点 。 用 常数 4 = LOL 8), 
b? = 11ej 代替 s 和 1， 化 简 所 得 的 要 迹 的 方程 方程 的 形状 
说 明了 曲线 有 什么 样 的 对 称 性 ? 


$6.5 射影 平面 

我 们 能 说 配 极 几乎 把 每 一 个 点 变换 成 一 条 将 线 ， 把 每 一 
条 直线 变换 成 一 点 。 例 外 的 情形 是 点 0 和 经 过 O 点 的 直线 ， 
前 者 没有 极 线 ， 后 者 没有 极点 。 在 讨论 反 演 的 时 候 ， 我 们 把 
欧 几 里 得 平面 扩充 成 反 演 平面 ， 从 而 除去 了 例外 点 。 现 在 我 
们 要 把 欧 几 里 得 革 面 扩充 成 射影 平面 ， 去 掉 上 面 所 说 的 新 的 
例外 情形 。 我 们 假定 0 的 极 线 是 一 条 无 穷 远 直 HE. EE 
面 的 点 (无 穷 远 点 ) 是 经 过 0 点 的 直线 的 极点 。 这 条 新 直线 和 
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up 


它 上 面 的 点 的 这 个 性 质 是 根据 已 知 的 事实 规定 的 :直线 4 上 
的 点 是 经 过 极点 4 的 直线 的 极点 。 如 果 4 经 过 0 点 ， 则 aa 上 
的 点 的 极 线 构成 一 个 平行 直线 “ 束 ”, 它 由 所 有 的 与 o 垂直 的 
直线 组 成 的 .因此 ， 每 一 个 无 穷 远 点 (比如 直线 a 的 极点 ) 必 
须 看 作 一 束 平行 直线 的 公共 点 。 所 以 ， 在 射影 平面 上 可 以 训 
无 例外 地 说 ， 

任意 两 条 不 同 的 直线 c fr b 叭 一 地 决定 了 一 个 交点 a.b， 

事实 上 ， 涉 及 点 和 直线 的 关联 性 的 任何 一 个 定理 蕴含 着 
涉及 原 定 理 的 点 和 直线 的 极 线 和 极点 的 关联 性 的 对 偶 定 理 。 
例如 ， 我 们 把 圆 e 的 外 切 坟 角形 看 作 同 一 个 圆 的 一 个 内 接 天 
角形 在 顶点 处 的 切线 ; 这样, 帕斯卡 定理 《8 3,8) 和 下 立 安 香 
定理 (8 3.9) 是 彼此 对 偶 的 ， 其 中 一 个 定理 可 以 从 另 一 个 定 
理 通 过 关于 o 的 配 极 来 得 到 。 更 一 般 地 说 ， 关 于 任意 一 个 圆 
的 帕斯卡 定理 (或 上 立 安 香 定理 ) 蕴 含 着 关于 成 配 极 的 圆锥 曲 
线 的 卜 立 安 香 定理 (或 帕斯卡 定理 )， 

现在 我 们 可 以 把 定理 6.1.2 的 括号 中 的 例外 情形 删 去 而 
得 到 简化 。 而 且 ， 我 们 把 这 个 定理 用 于 任意 一 个 圆 (除去 
配 极 圆 " )， 则 利用 可 以 从 wa 得 到 成 配 极 的 圆锥 曲线 o^. 
然后 ， 关 于 a 的 极点 和 极 线 的 作 图 就 配 极 成 关于 圆锥 曲线 o/ 
的 “ 极 线 ” 和 “极点 ”的 作 图 。 这 样 一 来 ， 关 于 一 个 圆 的 配 
极 就 推广 成 关于 一 条 圆锥 曲线 的 配 极 ‘75] 定理 6,1.2 
《去 掉 括号 中 的 例外 情形 ) 是 由 彼此 对 偶 的 四 部 分 组 成 的 ， 因 
此 在 配 极 圆 换 成 一 条 圆锥 曲线 时 ， 定 理 仍旧 成 立 。 

用 图 3.8B 的 记号 ， 直 线 志 M 经 过 点 N =b。e， 也 经 过 交 
点 a*d。 这 使 我 们 能 够 把 定理 6.1.2 的 最 后 一 部 分 (图 6.5Ay》 
修改 成 一 般 点 了 的 极 线 的 直接 作 图 法 ， 

定理 6.5.1 设 己 是 不 在 圆锥 曲线 上 的 任意 一 点 ，4D 和 
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BE 是 经 过 了 SEEP ANE, ULP HJ Dt Lx JE IG AD 
DE 和 AF-BD 的 连 线 ， 


图 65A 


我 们 已 经 看 到 ， 关 于 贺 2 的 任意 一 组 极点 和 极 线 (关于 
KAA o ) 配 极 成 关于 疗 锥 曲线 o^ 的 一 组 极 线 和 极点 。 特 
别 是 (看 图 6.3A ,B,C), 回 心 A 和 [是 关于 a 的 极点 和 极 
线 ; 因此 4 和 0 是 关于 & 的 极 线 和 极点 : 


定理 8.5.2 关于 除去 圆 以 外 的 任意 一 条 圆锥 曲 £x. i 


线 是 相应 焦点 的 极 线 。 l 
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习 题 

1l, JELES. 6, 1 GE PEE ESO SUO (E BT ASI IB] 上 的 
ER HELBIDE AAEM 

2. Ez. 5. 10H% — XUL LE SEE DRE 上 的 
ÉA. HAB HE IIHR E 

3. 如 果 关 于 一 个 加 的 自 极 三 角形 以 作为 它 的 一 
W, MBSA A E nf? 

4. BHE Lo 是 它 的 不 相交 线 、 切 线 或 Wd £A 
别 成 为 椭圆 、 氟 物 线 或 双 曲 线 ， | 

5. XB S CES ee S Lu. B 36 rs ^b B6 61 
线 。 

6. 对 于 抛物 线 ， 从 淮 线 上 任意 一 点 引 轩 的 两 条 切线 是 
彼此 垂直 的 。 | 

7。 对 于 经 过 完 公 四 角形 的 四 个 顶点 的 任意 一 条 圆锥 曲 
线 ， 三 组 “对 边 ” 的 交点 是 自 极 三 角形 的 项 点 ， 
$6.6 有 心 圆 锥 曲线 

自然 的 一 个 问题 是 ， 梢 网 和 有 和 双 曲线 的 对 称 性 ， 事 实 上 是 
人 否 比 构造 法 给 出 的 对 称 性 要 多 ? 即 酉 圆 的 两 端 是 否 是 一 样 
的 ? 双 曲 线 的 两 个 分 支 是 否 是 一 样 的 ? 下 面 的 讨论 给 出 了 所 
要 求 的 对 称 性 ， 

把 定理 6.5.1 的 记号 修改 一 下 ， 设 C 是 不 在 圆锥 曲线 上 
的 一 点 ， -PP 和 QQ, 是 经 过 (C 点 的 任意 两 条 :dy£&, IC 的 
航线 是 交点 PQ.PQO, TD PO, P ORE. 如 图 6.6A ， 若 
C 的 极 线 是 无 穷 远 壹 线 ， 则 内 接 四 角形 POPO 是 一 个 平 
行 四 边 形 。 因 为 C 不 在 圆 锡 曲线 B, Sc 的 极 线 LIIS) 
Hx, ANERER A etaty £k. Eg 为 平行 尖 边 形 的 对 角 线 
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HAER, XE C CHI LL BU BR ED AE ZRBEPP,, OO, B rh n. 
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但 是 PPQQwi 是 经 
过 (点 的 任意 两 条 
sk. BE, quc 
点 中 做 圆锥 曲线 的 中 
心 ， 把 椭圆 和 双 烛 线 
UR EE D s d ES 
于 是 我 们 证 明了 

定理 6.6.1 有 
心 圆锥 曲线 关于 它 的 
中 心 是 中 心 对 称 的 ， 

焦点 O FHER a 
《$6.4) 在 关于 C 点 
的 中 心 对 称 下 ， 成 为 
圆锥 曲线 的 第 二 个 焦 
点 O, 和 第 二 条 准 £X; 
a, WE 6,6B 以 及 


图 6.6C 。 把 中 心 对 称 用 于 86.3 的 圆 和 co, 则 得 到 一 组 新 
的 圆 ww 和 使 得 同一 条 有 心 圆锥 曲线 双 是 圆 0. 关于 o M 
配 极 像 。 

如 果 把 O 和 有 和 4 | 
重合 的 平凡 情形 搁 
在 一 边 ， 则 显然 可 EN 
知 每 一 条 圆锥 曲线 
关于 直线 04 是 对 E. 

称 的 ， 如 果 该 圆锥 o0] «^, 9, 
曲线 是 有 心 的 ， 则 t 

中 心 C 落 在 这 条 直 AN 

线 上 。 关 于 C 的 中 i 

心 对 称 可 以 表示 成 ' 

关于 两 条 互相 垂直 图 6.6C 

的 直线 的 反射 之 

Fi, HELETAN O04 为 其 中 一 条 直线 。 因 此 有 心 圆锥 曲线 关 
TAXEC, LEEF OA 的 直线 也 是 对 称 的 。 换 句 话说 ， 有 
心 圆 锥 曲线 具有 与 闭 形 或 矩形 相同 的 对 称 性 ， 

如 图 6.6D 和 卫 ， 用 。 表示 C EXT o Bg. 因 为 C 
Mlo 是 关于 a 的 极点 和 极 线 ， 故 c 和 O 是 关于 a 的 极 线 和 
极点 ， 这 样 ，C 是 6 的 6 极点， 而 6 是 0 的 4 极 线 ， 换 负 话 
说 ， 如 果 C 是 。 与 直线 04 的 交点 ， 则 C 是 C 的 o 反 演 
点 ， 而 C’ 是 0 的 a 反 演 点 。 因 为 (采用 有 向 距离 的 记 法 ) 


OC x OC' =k? =0Ax0A', rm -AOxAC'! =O4xC' A, 


OC OA | OA  . OA? 
故 OA - OC? ^ OA-C'A "OAS-QOÀXxC!A) 
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„o 9A O e 

~ QÅ mr? ^ £2—]? 
依照 e<<1 或 e 六 1， 上 式 分 别 是 负 的 或 让 的 ， 因此 ， 对 于 椭 
加 来 说 ， 中 心 C 和 淮 线 4 在 O 点 的 两 边 ， 如 图 6.6 B; 对 于 
双 上 曲线 来 说 ， 中 心 C 和 准 线 a 在 0 点 的 辣 一边， 如 图 6.6C ， 
换 名 话说， 椭圆 包围 了 它 的 两 个 焦点 而 整个 地 落 在 它 的 两 条 
堆 线 之 间 ， 但 是 双 曲 线 的 两 条 次 线 都 次 在 它 的 两 个 分 支 之 间 
Hy SÆ” 之 中 。 


| 根据 力学 定律 
AL, JAniENEISZE 
AUB JH. Dus 
ool S BSXR A AE 
— Prii i ik 85 
3), RRA E 
yEZBEER. E 
ZI AO Hi ZSBSER, 
Sea E ELA TE JL 
FLERA AMA 3h 卫 
E. Bie EHH 


图 6.6E 
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ent, X PEI ak MO E36 UMS PEHCÉEBIHER PARIS TO I, 
CHEKDA DTI. DE, XD H UA — T fe E E 
à? WEAH, E EHER dub. 
J a 

1, 当 点 己 在 精装 上 变动 时 ， 它 的 两 个 焦 千 径 之 M OP 
+ O 了 是 常数 ( 看 加 6.6B )。 | 

2. TA P tpm ETEZhH, EHPA PALA 
|OP - O,P | di c Cfi iSo. 6 C ). 

3. 对 于 有 心 圆锥 曲线 ， 从 它 的 一 个 焦点 向 切线 所 作 的 
3E RUNBXEdEII— 4 k. (这 个 圆 是 做 该 圆锥 曲线 的 辅助 
网 参看 L20, pp. 13, 25,255]. ) 


$6.7 球 极 投射 和 球 心 投影 Ea 

在 85.3 已 经 看 到， 欧 儿 里 得 平面 上 只 有 反 演 圆 % 的 加 
DORER. ATRAPA, EREEREER EE 
上 上 从 点 到 点 的 变换 ， 我 们 可 以 扩充 欧 儿 里 得 平面 ， 而 假定 在 
在 一 个 单独 的 想象 的 点 作为 0 的 反 演 点 。 这 个 点 中 做 无 穷 远 
点 ， 这 样 扩充 的 平面 是 做 反 演 平面 。 

在 86.1 已 经 看 到 ， 欧 几 里 得 平面 上 只 有 配 极 M o fm 
心 D 没 有 航线 .为 了 避免 这 者 例外 , 使 得 配 极 是 整个 平面 上 的 
点 到 直线 ， 及 从 直线 到 点 的 变换 , 我 们 便 扩充 欧 儿 里 得 平面 ， 
假定 有 一 条 单独 的 想象 的 直线 作为 点 O 的 极 线 。 这 条 直线 叫 
做 无 穷 远 直 线 ， 这 样 扩充 的 平面 咋 做 射影 平面 。 

于 是 ， 欧 儿 里 得 平面 有 两 种 不 民 的 ， 然 而 同样 是 合理 的 
扩充 方式 。 这 个 要 紧 的 看 法 似乎 远 汉 有 为 大 家 广泛 地 了 解 。 
我 们 通过 在 空间 中 的 戎 虑 凡 及 比较 两 种 从 球面 到 平面 的 最 简 
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单 的 喘 射 ， 进 一 步 盖 明 这 两 种 扩充 的 方式 ， 

反 演 的 第 一 个 定义 (85.3) 可 以 容易 地 推广 成 关于 ER 面 
的 反 演 ， 已 知 以 OQ 为 球 心 ， 以 为 和 径 的 球 %，P 了 是 不 同 于 
0 的 任意 一 点 , 则 了 的 反 演 像 定 义 为 在 射线 OP 上 的 一 点 三/， 
它 到 0 的 距离 满足 关系 式 

OP x OP’ = 让 
如 果 把 图 5.3B 所 在 的 平面 放 到 三 维 空 间 中 去 看 ,并 且 把 它 绕 
着 直线 OA 旋转 ， 则 我 们 立即 看 到 球 ( 包 括 平面 ， 它 们 被 看 
作 富 径 无 限 大 的 球 ) 反 演 成 球 。 特 别 地 (看 图 5.3B 的 第 二 
图 ), 如 采 a 是 反 演 球 % 在 4 点 的 切 平 面 ， 则 0 的 反 演 像 4’ 是 
以 04 为 直径 的 
ER. a 和 a 上 在 
及 演 下 的 对 应 点 实 
际 上 可 以 不 参照 球 
而 EMAX 7; $3 
到 。 在 平面 c 上 给 
定 一 点 P( 看 图 6,7 
A), 则 对 应 点 了/ 
是 直线 OP tgka’ 
8958 AEA. X 
图 6.74 | xb 3c, dE Kk. 上 
“” 除 0 点 外 任意 给 定 

一 点 了 ', 则 对 应 点 P 是 直线 0P ”和 平面 o 89265 5 29 T ES 
例外 情形 ， 自 然 要 求 我 们 把 a 改 成 反 演 平 面 ， 而 所 添加 的 单 
独 的 无 穷 远 点 应 该 是 当 已 在 0 点 时 对 应 点 P 所 占据 的 位 
B [6»P.83] 

从 球面 a^ 到 平面 4 上 的 这 个 映射 称 为 球 极 投影 ， 当 我 
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们 注意 到 这 种 投影 是 一 种 特别 的 反 演 时 ， 容 易 看 出 圆 投 影 成 
H. 事实 上， 因为 球 反 演 为 球 ( 或 平面 )， 而 任意 一 个 圆 可 看 
作 两 个 球 的 记 线 ， 因 此 空间 中 任意 一 个 圆 反 演 成 一 个 圆 ( 特 
别 是 球面 "′ 上 的 圆 也 如 此 )。 

A iko' 到 它 的 切 平面 上 的 另 一 种 投影 是 球 心 投影 。 原 
来 的 投影 是 从 4 点 (4 的 对 径 点 ) 作 出 的 ， 而 现在 的 投影 是 从 
a 的 球 心 ( 即 OA 的 中 点 ) 作 出 的 。 因 为 通过 该 点 的 任意 一 
个 平面 与 球 e^ 交 成 一 个 大 圆 ， 与 平面 a 交 成 一 条 直线， 所 
以 a 上 的 每 一 条 直线 是 从 大 圆 投影 得 来 的 ， 而 a 上 的 每 一 点 
是 从 球 的 一 对 对 径 点 (如 图 6.78 中 的 P1 P2) 投影 来 的 ， 
反 过 来 ， 任 意 给 定 一 个 共 所 在 平面 与 o 不 平行 的 大 圆 ， 则 该 
平面 与 a 的 截 线 就 是 大 圆 在 平面 c 上 的 对 应 直线 。 为 了 避免 
例外 情形 ， 自 然 要 | 
AK dB a gie RETE 
面 ， 使 得 添加 进去 
的 单独 一 条 无 穷 远 
和 直线 对 应 于 例外 的 
大 圆 。 这 条 想象 的 
直线 上 的 点 (无 穷 
远 点 ) 对 应 于 这 个 
大 圆 上 的 一 对 对 径 
点 。 因 此 ， 在 射影 
平面 上 说 每 两 条 丰 图 6.7B 
线 有 一 个 公共 点 相 
当 于 在 球 &′ 上 每 两 个 大 圆 有 一 对 (成 对 径 点 的 ) 公共 点 (也 
就 是 经 过 球 心 的 每 两 个 平面 交 成 一 条 直线 ) U 050. 

既然 射影 平面 上 所 有 的 点 (包括 无 穷 远 点 ) 都 是 从 球 上 的 
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对 径 点 偶 通 过 球 心 投影 得 来 的 ， 因 此 通常 把 射影 平面 看 作 在 
球面 上 把 对 径 点 抽象 地 等 辐 起 来 (也 就 是 把 一 对 对 径 点 E 
—^ iom esti xu. 

从 实际 画 地 图 的 观点 来 看 ， 尽 管 球 极 投影 和 球 心 投影 都 
有 它们 的 实用 价值 ， 但 是 这 两 者 都 是 不 理想 的 。 前 考 的 优点 
是 从 一 点 引出 的 两 个 方向 的 夹 角 在 投影 下 保持 不 变 ， 因 而 小 
的 岛 目 的 形状 在 投影 下 不 会 直 样 。 后 者 的 优点 是 球 上 两 点 之 
闻 的 最 短线 喘 为 直线 段 。 

在 定理 5.4.1 中 ， 我 们 已 看 到 交 比 在 反 演 下 是 保持 不 变 
的 ， 在 配 极 下 交 比 是 否 具 有 不 变性 呢 ? 在 共 线 点 组 的 情形 这 
是 对 的 五??-18-119] 。 确 切 的 说 法 是 ， 在 直线 p 上 四 个 点 的 
交 比 等 于 它们 的 极 线 与 不 经 过 7p 的 极点 ?的 任意 一 条 直线 相 
交 所 得 的 四 个 交点 的 交 比 。 要 讲 清楚 这 一 点 需要 较 长 的 篇 
W BDDURIENETEGET. 

SET bx oA DUE NE REIUS LT 
学 的 公理 化 叙述 的 意义 (何如 看 [7 3)。 在 公理 化 叙述 中 你 会 
见 到 从 一 个 完全 不 局 的 观点 氢 述 的 过 萨 格 定理 、 帕 普 斯 定理 
和 帕斯卡 定理 ， 然 而 了 解 这 些 定 理 的 本 来 的 面目 无 疑 是 有 好 
处 的 . 

J H 

1, 球 极 投影 是 保持 夹 角 不 变 的 。 

2. 球 极 投影 把 o′ /的 每 一 个 大 圆 变换 成 c 上 的 同 ( 或 
直线 ), 这 个 加 (或 直线 ) 与 gc 上 -一 个 园 宕 的 圆 在 对 和 多 点 处 相 
A. | . 

3. 车 Pi,Ps 是 0 上 一 对 变动 的 对 径 点 ，Pi, Ps 是 它 
们 的 球 航 投影 像 ， 那 么 在 平面 上 的 什么 样 的 变换 TP 点 
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"eg p Por? 
A. 利用 球 极 投影 ， 试 把 正方 体 的 大 个 面 上 的 内 切 贺 变 
成 $ 5.8 习 题 3 所 和 述 的 六 个 回 。 
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习题 的 提示 和 答案 


他 草 答案 缓 缓 地 通过 我 前 头脑 ， 
仿佛 是 清水 流 经 第 子 自白 地 泥 走 1 


CL, $% 
$ 1.1 
BC 上 的 高 线 把 边 a 分 成 两 条 线段 : bcosC 和 ecosB, AA 
Jata m GXAHSO. 
. a. b. C a 
H sin A = 5g, sinb = 5g, sinC = 3R AA, ita. 
ABC)- LabsinC, sinC = 7. 
(ABC) = 5 absin ;SinC = 5g. 


. b m qe 
c = 2psinB = 万 ， b = 2qsinC = T 相 乘 并 化 简 。 


$1.2 
因为 BX-XC,CY-YA,AZ-ZB, RISE, SER. 
因为 BX zecosB, XC -bcosC, 4^5: 8 JH3E RAE PH. 
ik BB’ 和 CC’ 相交 于 0O，O4 A^ B^ 相交 于 A... ISI 
XjA A B'C' ~ AABC, kk 
A'B' B'C' OB' AB’ 
AB ^" BC ~ OB“ AB” 
HEA MA REA 
因为 <CXA 和 ZAXB Hkh, SEERE X AJH 
彼 紫 相 诊 、 
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$ 1.3 


bli fg c fj Pater — ERAS ps. EU RMR LES 
延长 线 相交 ，。 
利用 图 1.3B， 作 4D 平行 且 和 锋 于 B88B’, Ww] A'CDB' 
是 平行 四 边 形 , 它 的 中 心 五 是 CD 的 中 点 。 于 是 
ADAA' B3 fT H.SETAABC 的 三 条 中 线 ， 且 
(ABO) .+ (CAA’) CA 4 
(DAA'j (EAA) EA 3* 
如 图 1.3B， 设 BB’ $nCC' 是 相等 的 中 线 , 其 交点 是 C ， 
WX BG-—BB'-2CC'-CG, AGBC 是 等 腰 三 角 


形 , LC'CB= /B' BC, 根据 下 等 三 角形 的 边 角 边 法 则 ， 
AC/CBzAB'BC, $tB-C, 
设 BE 和 CF 是 两 条 相等 的 高 线 ， 因 为 
b-BE-Z2(ABC) cCF, kg&kb-c, 
BL 
用 图 1.3 了 的 记号 ， 则 有 了 二 = 也 等 等 
HIRERE S 1.2 习 题 4 )， 


a(p? 十 ze) = Zaq 十 C2)， 


KiE 


p= Dae a, 

因 m=kc,n=Kb,K=a/(b+c), 用 斯 还 无 特定 理 ， 

12 2/7. 

在 图 1.1A 和 了 中 ,添加 高 线 C 了 ， 则 有 人 BC ~ AFCA, 
lk BC/CJ = FC7CA， 
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8 1.4 
RIEIL,AA Bim, "EB RAE x, Y, z, ły += 
a,z+x=b, x+y=c¢06, jfHAnfdux-yrz-s, Ai A 
利用 定理 1,4,2 和 3 1.1 的 习题 3 。 
BAY-AZ-x,BZ-BX-y,CX-OCY-z, MRR € 
HH. 
角 4 的 内 再 分 线 和 外 平分 线 彼此 成 站 有 角 。 
(ABO) = (CA) + CLAB) - (I,CB) = z L6 - a)r, 


= (Ss — a)r,, 

另外 ， AALY ~ 人 47Yb， [1 roa/? = s/(s — a), 
ror r '$S—-a S—b $-c 

fa Tg T. 3 ts t sg 


$1.5 
因为 ZBCM =48° = ZCMB, /CBN =12° = ZBNC, 
故 BM=BC=CN, 注意 傍 心 la 落 在 线段 BM 上 ,但 不 
落 在 线段 CN F, 
引 理 1.5.1.2 在 用 于 波 特 默 (Bottemay) 三 角形 时 自然 是 对 
的 。 但 是 在 用 “外 角 平 分 线 ? 代替 “内角 平分 线 ? 时 ， 
圆 BCN 与 BM 的 交点 M/ 在 已 的 远离 M 的 一 侧 ,故我 们 
不 能 断定 BMPDBM', 
方程 BM = CN fi or 


因此 
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a(a *b -c)((a - b c c)(a? 4 be) - 2abe) (b - 6) — 0, 


$ 1.6 


因 BCEF 内 接 于 圆 ， 故 
/AEF =B, AAEF — AABC, 
对 其 余 三 角形 也 如 此 。 | | 
H (51H ik fr EDF 的 内 角 平 分 线 上 ， 但 是 在 FED 和 
ZDFE 的 外 角 平 分 线 上 ， 
看 第 2 题 的 等 案 ， 
LZ HAC 2909? -C, ZOAC 290? - B, 


81.7 


RS T. GA, DE OA =R? (a) . n= GA’, 


Jj AG 22n, AA' =3n, H$ 1.3 的 习题 6， 
an = u v 2b? + 2e? - dh. 
TEBUNLECEEZLBRCS 1,2 2088 4) H] 4AOAA', 旭 得 
 Sn(OG? + 2n?) = 2nOA'? +n OA? g 


l To, 
= n(2R* — PL d Rẹ), 


OH? = (30G)? = yR? 一 ， a? — 18n? 


= 9R? — (a? - 9? — e, 
"VER, KARE D>cCGSA, RE aB ACH 
fici) GHE RAE 9E, BA? - BD? = AA? - DA’ 
181 


u— 


(S. )- e -4)- 7 2 
(3 DA =( 2 4 DA'*, 


因此 aDA' Qe, 


如 果 欧 拉线 平行 于 BC， 则 它 三 等 分 4D， 故 404 = 
4D/3， 再 把 AD 和 OA FCR. FF] Gs. 
AD =b sinC =2R sinB sinC, 
. OA! -R cosA = R(sinB sinC — cos B cosC), 


81.8 
OA’ -—AH -AK, HOA" {F AK, 


根据 § 1.6 最 后 的 说 明 ，EF EET OA, HsEITIERf: 
直线 A K, XXFÉ, EA K Eik EF fu uk EF, 
AABC j£ Al,I,I.IB)3E 5870. 
RP RARS, HD, E,F&P EH PBC,PCA, PAB 
上 的 对 径 点 ， 则 PA, PB, PC 分 别 作 为 EF,FD, DE 的 
生 直 平分 线 也 垂直 于 BC,CA,4B。 关 为 A4BC 的 边 分 
别 等 于 ADEF 的 过 的 一 中 ， 故 前 者 的 外 接 国 PRET 
后 者 的 外 接 圆 中 径 的 一 一 第 ， 即 已 知 图 的 直径 的 “第 。 
因为 DK 垂直 于 BC, KA RHI, MAA 边 BC A 
的 线段 所 对 的 图 周 角 是 

/DKA' = AHKN= /HAO- | B-C|, 
CE 8 1.6895] Bi 4). 


$1.2 
延长 CP AD, HRILA BDP, Wo ADCB- 
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APCO, DB/PQ -DC;PCz1«(DP/PC), 用 DB 
-PBzDP 去除 ， 则 得 (1/PQ)= (1/PB)+ (1/PC)， 
首先 放宽 条 件 ， 容 许 ABCD UAE. hn $ iB Æ PD< 
CD, m /CPD60', ZDPA<75°, AD <PD<CD, 
KRK, WwRBREPDD>CD, MEATS K 要 M 
转 过 来 。 无 论 哪 种 情形 ，ABCD 都 KARER Jj E. N 
此 , 当 ABCD 是 正方 形 时 ， 必 须 有 PD-CD, 

Bèk: TEABOC-AAPB (看 图 1.9C)。 M ABPO 
是 等 边 三 角形 ，CQ 的 延长 线 EEEa PB, HCP= 
CB=CD, 4, DP = DC， 

XENOS 0, (E BCPO 和 ADPQ 为 平行 四 边 形 。 因 
“BAO =a= /BPQ, 


四 点 4,B,©、Q,P Aum. 因此 : 


y+€£= /APB= /AOBz /DPC =8+e, 
从 而 y=6. 
OLIER EREHE RWD .Sokolowski) 提 供 的 。) 
ix DF 在 行 于 BC, n5 AB 相交 于 Ff。 设 CF 与 BD 
相交 于 C。 央 为 ABCC 是 等 边 三 角形 ，BC= BC。 因 
ACBE RAM -fgjib, BE =BC, Wik ABGE i 5x ys 

ABGE-80, | ZFGE-49, 
因 ZEFG-40', AFEG R% p, FE = EG。 双 有 PDF 
=DG。 故 和 GDE= 八 FDE，DE 平分 /FDG, /EDB 
-30*. EE 
EX Col Sc IE SUE 7 SPA EUI: DIE o] AR 
个 正六 角形 。 将 等 边 三 角形 的 另外 两 边 各 延长 边 长 的 一 
伯 ， 则 得 一 个 较 大 的 等 边 三 角形 ， 它 的 三 条 边 分 别 包含 
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的 。 


$2.1 


7 R?, 圆心 。 

I] D. 

切线 的 长 度 ， 

PT! — PU? = OU? OT? = OQ? - OT? - QT*, 


RCR ~ 2r) = R? -2rR = d?>0. (BE R>0, $k 


R-=-2r>0, 


GE d?-R--2arR, 


在 图 1.2C 中 把 4 记 成 只， 把 X 记 成 4， 则 得 

BC(PA* + BA x AC) = PC? x BA + PB! x AC, 
BC(PA? - CAx AB) + PB? xCA+PCxAB=0, 
用 局 和 VV cj BC, Mi BU ZUV VC, pj GU {IP 
AB, GV 平行 于 AC, ik 


1 l | VX UX 
GX - (ox * Gy * cz) 1 * VO * UB 
B VX-UX | VU | 
=] 十 一 一 VC "l*pgy- . 
89 英 里 。 


§ 2.2 


Bab SMANZH, $3. MERAL A 
IRER, 


四 个 中 点 都 落 在 根 轴 上 。 
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Š. 


困 为 APAB~AAQB, ZPBA= /ABQ, tkQ te BP 
Lk. HE PB8/AB=AB/QB. 因为 AAQB~ AABR, 
ZBAO = RAB, sk Rig AQ Ł,H AQ/AB= AB/AR, 
因为 

PB x QB = AB? =AQxAR, 
WA, BIA POR 的 圆心 是 等 距 的 ， 这 个 圆 关 于 线段 
AB WERTHERA. Kie P,O, R^ 都 在 这 个 
圆 上 (它们 是 圆 和 BR, AP, AP 的 其 余 的 交点 )。 
把 方程 写成 (x-ay c(y-b)'zab.bo-e, H oa + 
”时 ， 它 代表 一 个 圆 。 
画 一 个 圆 ， 使 它 的 圆心 不 在 两 个 已 知 圆 的 连 心 线 上 ， 振 
且 它 与 第 一 个 已 知 圆 相 交 于 4 和 BB， 与 第 二 个 已 知 图 相 
交 于 CC 和 DPD， 从 直线 AB 和 CD 的 交点 向 已 知 圆 的 连 心 
线 作 型 线 ， 这 就 是 根 轴 . 

$ 2.3 

RET 点 的 切线 与 48 相交 于 O 点 。 因 为 


AOAT ~ AOTB $n OT - OP, 
TA OP OA OP- 0A AP 


一- 


Bk TB^OB^OP"OB-OP-"PP. 
BEBZESH.3.389Xh 28. 
从 0 点 向 各 个 圆 引 出 的 切线 都 相符。 


$ 2.4 


TEBI2.4B H, AR D, E, FÆ HD', HE' HF" Bis. 
因此 ADEF 的 这 与 垂 三 角形 DEF 的 边 分 别 平行 。 
LMLN= ZMLA + ZALN = /MBA+ / ACN = 志明 
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AC BB cA 
* 


C=- (B+C), HE, ZNML =- {C +A), 


ZLNM= ZA +B), 


$ 2.5 


不 需要 。 
2 的 对 径 点 。 
顶点 洛 在 它 自己 的 西 姆 松 线 上 。 
fe PB, PC, C,A,, 4 由 贺 内 接 四 角形 
A,PB,C fi A,BC,P 
得 到 ZA,B,P = ACP= /BCP 
= ZC ,BP = Z/C, A,P 
ZPA,B,= ZPCB, = /PBC = /PBA, 
= ZPO, 
故 APA, Bi ~ APC,A,, 


$ 2.6 


因 AB= BC=AC， 再 用 定理 2.6.,1 和 定理 2.6.2. 

作对 角 线 AC, BD, 把 托 勒 密 定 理 用 于 PABC 和 PDAB.， 
则 PA+PC=PB. V2, PB+PD=PA.w 2. 

因为 ZOPR = ZQAR = ZCAD = 4CB， 又 有 PRC 
-ZPAQZZBAC, ik APQR~ ACBA, HHE 
理 得 到 AP x RQ + ARX OP AOx RP, Wik AP x AB 
t AR x BC =AQx AC, 


$2.7 
X OH 是 人 4BC 的 欧 拉线 ，PP' 是 外 接 圆 直径 。 由 定 
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理 2.7.2， 和 二 的 西 姆 松 线 分 别 平分 HP HP 于 
M 和 M’。 因 为 O,M,M’, N 是 PP’, HP,HP' ,OF 的 中 
点 《定理 1.8.2), 六 也 是 MM' 的 中 点 。 因 为 NM = OPR 
= R/2 是 九 点 圆 的 个 径 ( 定 理 1.8.1)，MM' 是 九 点 圆 的 
赴 径 。 若 这 两 条 西 姆 松 线 相交 于 X， 则 MXM’ =90° 
《定理 2.7.1) , 故 兴 在 九 点 圆 上 。 

在 等 边 三 角形 中 ， ELLES. 


$ 2.8 


本 题 的 证 明 在 实质 上 和 蝴蝶 形 定理 的 证 明 是 相同 的 ， 只 
要 改变 几 个 符号 。 
设 0 是 圆心 ，0 是 AT 和 BP( 的 延长 线 ) 的 公共 点 。 因 
为 OP 平分 LTOB, 而 /TOB 是 LTAB 的 ifi. ik 
/ POB = /QAB, 
这 样 ，PO 平行 于 Q@4。 因 为 0 是 B4 的 中 点 ，P 是 BQ 
的 中 点 。 因 为 人 AHT~ 人 ABQ, 故 TH 的 中 点 落 在 AP 
人 上。 
假定 43<4C( 车 不 然 ， 可 将 互 和 C 的 位 置 互 换 ). 在 4B 
ERB, 4g AC 上 取 C ,使 B/C' 与 内 切 圆 相 切 于 2 
《 即 关 的 对 径 点 )。 则 和信 AB’'C’~ 人 ABC， 人 AB’'C’' 的 
RINBO 切 于 AX 上 上 的 点 X'。 这 两 个 内 切 圆 有 内 
RU, KEAT =XZ’， 也 有 和 外公 切线 (它们 是 AB 
MAC 上 的 线段 )， 假 定 其 长 度 为 1 。 显 然 


~ BX’ =F E-Z C, 


同 理 ， 如 果 AZ' GE KO fü BC 相交 于 Z, mp BX - ZC, 
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因此 BC 的 中 点 A’ 也 是 XZ 的 中 点 。 但 是 了 是 X2/ 的 
中 点 ， 因 此 XA 的 中 点 与 4'. 了 共 线 (此 解 是 索 科 洛 夫 
斯 基 给 出 的 )。 


$2.9 


|. 直线 UX,VY, WZ 平分 等 边 三 角形 XYZ 的 角 . 
2. 4-108", B=C=36°, 
$. HARA, Y, Z AR —ERAEGL, MY Z 被 2 和 YY 分 
成 三 个 相等 的 部 分 。 
4。 用 图 2.9B 的 记号 ， 
LBZX=60°+a,  /BXC-120* +a, 
因此 


ZX N BX 
sinf sin (60° +a)’ 


BX B a E 2Rsin3a 

sin y sin (120? +4) ` sin (605 — a)* 
B 2R singa sinf siny 

~ sin (60? +a)sin (60? — a) 


四 4R sina(3 — 4 sin?a)sin fi sin y 
T cos2a — cos120° 


= 8R sina sinf siny, 


。 把 人 XYZ ASPER ER A, m 
BC =Y'Z' =3, BY’ -CZ' - 3, 


et 


tan /CBX - tan /CBZ' = v. 3 /3， 


tan /ZBY' -1/4/3, 
ZCBX = / ZBY” =30°, 
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$ 3.1 


在 图 3.1B tp, PS-QR-BDJ2, tk PS « OR- BD, Ñ 
m, PO4RS-AC. 

E $1.32] 38 6 用 于 图 3.1F 的 三 角形 ABC, CDA, BDX, 
(在 这 个 定理 中 ，“ 任 意 四 角形 ”可 以 包括 各 组 相 邻 边 
落 在 四 个 不 同 平面 上 的 挠 四 角形 在 内 ， 注 意 到 这 一 点 是 
有 答 处 的 .) 

因 XY =0， 用 习题 2， 

JHTERSI E E FR CHE 2 6. 19, 


$ 3.2 


从 圆 外 一 点 向 圆 作 的 切线 是 相等 的 , EH s-acc-bsd, 
用 定理 3.2.2。 

(i) 84, (i426, 

r - CABO)/s = WV (s -a)(s-by(s-c)/s, 

根据 $ 1.4892] 5 fü $ 1,185951 Bio, 


s-a s—-b s-eo s 


- (ABO) . (htl) 


C(ABC)abe abc 


(HV IU) = GGCB) + (Tb AC) + (BA) + (ABC) 
1 
—75 ar, * br, + Cre) 十 S7 
1 1 
=S Cra 十 7b 十 7e 一 Y) 一 FS- ar 
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10. 


, 1 dg 
一 了 (3 -DJDJra Z7 Gor. + 9 ST 
2 | 2 2 


gn cdn  (ab*ed)n imn | 
CAR CAR C 4R TAR? 
l-a, m=b, n-c, K - abc/ AR, 


把 $1.1 的 习题 3 用 于 图 3.2B 中 的 两 个 三 角形 ， 再 把 结 
果 相 和 加。 用 另 一 条 对 角 线 1! 代替 1 得 到 K 的 另 一 个 表达 
X. OX GOABGGBGE. HAA EE W GE BROE OR 
2.6.1). | 
IE BE f8 V RW R2 p RD LEES SUR. | 
AP A AROEBS TURA EGERX,. RaM PEREM E 
理 四 次 ( 易 见 ，P 了 也 可 以 落 在 第 形 所 在 的 平面 之 外 )， 

ix ABCD 是 内 搂 于 下 径 为 4& 的 图 的 四 角 形 ， 了 是 该 贺 
上 的 已 知 把。 由 $1.3 习 题 9，f 到 4A8 和 CD 的 距 高 
之 积 是 


PAxPB PCxPD PBx PC PDxPA 
d . d | d "4d 


$3.3 
fe fir-F xu BC m CA 上 上 的 正方 形 的 对 角 线 CP iu CO, fe 
以 AB APIP SERERE TL je BAR, 因为 人 PCB~ 
ACo4~ 人 APp4R， 于 是 可 用 定理 3.3.3 和 定理 3.3 .5。 
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G) PO,,QO,, RO, JE A ABC f de 3 SE ECT 27 Ex. 
Gi) jg A0,,BO,,CO, GE AABCBS RABAT X,Y, 
Z, iij 
BX _(ABO,) csin(B -30^) 
XC (CAO) bsin(C +30°)’ 

XP T CY/YA fn AZ/ZB 有 类 似 的 表达 式 ， 再 用 赛 瓦 定 
理 的 道 定理 . 

Gi)B APCAzABCO, t PA = BE， 同 理 , BQ = 
CR 又 有 LPFC= LPBC =60°, ZCFQ=60°, ZQFA 
= 60°, 故 人 PFA=180°, 即 fF 落 在 AP 上 . 同 理 可 证 下 落 
在 BO 和 CR 上 ,这 三 条 线 在 玉 点 构成 关 个 60" 角 上 ?221 。 
如 习题 Cii, JHSEJLAETTBUA E PR. 

设想 把 图 3.3B 和 3.3C 拼 在 一 起 ,因为 六 个 三 角形 BON,， 
CN,0, ,CO,N,, AN,0,, AO;N;, BN;Os 都 是 签 边 三 角形 ， 

六 个 三 角形 AN.4,0,, AOsN,, O,BN,, Na3BO), N,0,C, 

O;N,C 都 正 相 似 于 和 八 AB8C， 并 且 它 们 彼此 是 合同 的 ， 
故 BENE 
N50, = O,N, = BN, = BO, = O,C-N,Cz-af3, 
N,0,20,N;-CN,-CO,20,A- NA -b/ V3, 

N0, =0,N, = AN, = AO, =0,B = N,B = c/w 3. 

因为 70,B0,- ZO,BN,+ ZN BO, =60° +B, 

Z BO&yN, = / BO,A - Z N,0;A = 120° — B, 
故 四 角形 3CNasOs( 它 的 对 边 相 等 ) 是 平行 四 边 JE, 0H 
jd O,0; 的 中 点 ， 用 B^ jp CA 的 中 点 (也 是 ON, 的 
PA) TEBEH XB 平行 于 O;Ns 和 BO,。 因 为 BO, 
=2X B , 故 直 线 O,X 和 BB WZA GEOG = 2GX, 
BG -2GB', {H O,X $1 BB’ 是 人 0;020。 和 和 A4BC 的 
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中 线 ， 因 此 这 两 个 三 角形 以 G 为 它们 的 公 共 重心 。 用 
BN,O,N, 代替 平行 四 边 形 BOIN203， 同 理 可 知 C 也 是 
AN: NN: 的 重心 。 


§3.4 


设 AX,BY ,CZ 是 外 和 角 平 分 线 ， 则 

BX CY AZ e a b. 

CX ' AY BZ b oo” al 

ik AX’, BY/ 是 内 角 平 分 线 ，、CZ 是 外 角 平 分 线 ， 则 

BX’ CY’ AZ 1 c av bo 
CX' 4Y Bz- C) ) 


$3.5 

如 果 AC 和 BD 平行 ， 由 平行 四 边 形 4BDE 和 CDF4 
得 到 BD-AE, DF =CA， 再 相 加 便 得 BF =CE。 因 此 
EFBC 是 平行 四 边 É, EF 平行 于 BC。 另 一 方面 ， 如 
HAC 和 BD 不 平行 ， 设 它们 的 交点 为 0。 因 为 

OA/OB-OE/OD, OC/0D=0A/OF, 
故 OB xOEzOAxODzOCxOF, 
因此 OE/OF - OCJOB, 
如 图 3.5A 和 3.5B， 设 C 和 是 两 组 共 点 线 组 的 公共 点 ， 
Là AB 和 DE 的 交点 。 由 帕 普 斯 定理 ， 上 落 在 MN 
E, AB, DE, NM 3t Hi. 
REPERE, E MN 经 过 平行 四 边 形 的 中 心 上 ， 
因此 它 把 对 边 分 为 成 对 相等 的 线段 。 
9 个 点 ; 9 条 直线 ; 经 过 每 一 点 有 三 条 直线 : 任 每 一 条 
直线 上 有 三 个 后， 
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$ 5.6 

如 术 两 个 三 角形 POR, P'Q'R' 关于 0 点 是 透视 和 的, H 
且 QR ÆT O'R, RP EIER P, ME 

OQ/OQ' -OR/OR' -OP/OP'. 
因此 PQ 平行 于 PO, 
10 个 点 ;10 条 凑 线 :过 每 一 点 有 三 条 着 线 ， 在 每 一 条 站 
线 上 有 三 个 点 。 
Ci) OQR qi P^FE; Gi) OQ'R/ 和 PEE; (iii) ERR' 
fun FOQ'. | 
每 个 五 角形 的 顶点 落 在 另 一 个 五 角形 的 边 上 。 总 共有 太 
对 这 样 彼此 内 接 的 五 角形 ， 例 如 RPP’Q’D 和 EFQOR!' 
束 是 其 中 的 一 对 ，。 
设 P 是 三 角形 POR 的 一 个 顶点 ，Q 和 民 在 两 条 LA 
ike fü f b. (c OR 的 延长 级 上 取 品 点， 在 RP 的 延长 
REWER, jp DE fgjOP GE tH TF. x Tet 
的 任意 一 点 8 ， 设 DO 与 1 相交 于 R’,，ER’ tj FQ’ 
RZF P. M PP 就 是 所 求 的 经 过 大 的 直线 。 如 果 直 
tk e 和 了 互相 平行 , 则 用 上 面 的 作 图 法 能 得 到 经 过 PP 点， 
且 汪 已 知 直 线 平行 的 直线 。( 若 不 然 ， 便 和 定理 3.6.2 相 
A. ) 


$5.7 


延长 A4B,CD, EF， 构 成 三 角形 UVW, tk Aq B {EUV 
上 ，C 和 D 在 VW 上 ，E 和 F 在 WU 上 .因为 UE=AD 
= PW， 我 们 有 UF = BW = BC， 这 样 ，BCFU 是 平行 


四 边 形 ，CF 平行 于 AB。 关 于 重心 的 问题 ， 设 X 和 Y 
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分 别 是 BE 与 CF,AD 的 交点 。 则 CDEX 和 BCDY 是 
平行 四 边 形 ， 它 们 的 中 心 A Gn F^ 是 对 角 线 DX 和 DB 
HA, HEEF BX 和 4F 的 直线 上 。 因 为 

AF = BX zaF'A', 
Ai AA 和 FF 相交 于 C， 使 得 4C —-2GA', FG= 
2GF'。 但 是 44' 和 FF' A ACE 和 ABDF 的 中线 
因此 这 两 个 三 角形 以 G 为 它们 的 公共 的 重心 。 
A. 


$ 5.8 
设 六 角形 4BCDEF 的 硕 点 4,B,C,D,E TÉ fg — ^ WE E, 


4F 和 圆 相交 于 F .如 图 3.8A， 三 个 点 工 = AB . DE,M 


=CDeF4,N=BC.EF 已 知 是 共 线 的 。 把 由 斯 下 定理 
用 于 大 角形 ABCDEF, W| EF’ 和 BEF 都 经 过 点 六 = 
BC. LM,WyEP' 和 了 重合 ， 

图 3,8B 已 表明 帕斯卡 定理 是 如 何 用 于 退化 的 六 角形 
ABBDEE 的 .所 求 的 结果 同样 可 从 AABCCE 和 ABCCEA 
得 到 。 | 


$ 5.9 


利用 退化 的 天 角形 BOCEPF, 
AC, BE, QT, 


利用 退化 的 六 角形 AZBXCY, 


$ 4.1 


把 线段 < 分别 看 成 两 个 方向 相反 的 向 量 ， 把 AABCOR 
XE AA B'O BHRA ABCACERERLAA"B'C", Ye 
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结 点 AB. A"C" $1 AC» A'B”, 
由 等 边 三 角形 构成 的 图 案 ， 围 绕 每 个 项 点 有 大 个 三 角 
x. 


$4.2 


Ze J JE Bg rto ee90*., 
(1) 因为 CX/b=a/(a +b), ax 
CX CX a a 


jg, BY/YC-a/b, XA 
AH (CAH) b? 
AB- (CHD) ^a? 
因为 现在 有 
BY CX AH a a b? 


YC'XÀ'HB^b' P'ai-l 
再 用 塞 瓦 定理 就 行 了 。 | 
Gi) AABC 是 中 心 在 BC 的 中 点 加 处 的 平行 四 边 形 
ABFC RS —4E, EJE 1 用 于 这 个 平行 四 边 JE, FE 
MO, = MOs。， 厦 且 它 们 互相 垂直 ， 此 外 ，MO, = MC, 
它们 互相 垂直 ， 因 此 ， 绕 M 旋转 90" 把 AMOO, 变 为 
AMCO,, 
(iii) 完 成 矩形 KCGC' 和 平行 四 边 形 DAJA' ,. IBEB'!, 
T£ 11127 81 O, O,, 03s 作 正 向 和 负 向 旋转 90"， 可 风云 
个 三 角形 B’1B, C'CG,CC’K,JA'A, DAA’ BEB' 与 
AABC ER ZH. HAU, V, W BEEKA 两 个 
平行 四 边 形 的 中 点 。 
阁 等 边 三 角形 已 作出 ， 将 它 绕 一 个 顶点 旋转 60° , 考察 所 
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$ 4,8 


其 中 一 个 圆 绕 4 点 旋转 180"， 它 与 另 一 个 阅 还 有 一 个 
交点 。 把 这 个 交点 和 4 点 相 联 结 。 

it O fg r 是 已 知 图 的 圆心 和 从 径 。 分 别 以 A fO 25 In] 
心 ， 以 > 和 27 为 企 径 作 圆 ， 它 们 的 交点 设 为 Oi 和 Os. 
A 5 OO Gk 00,) 的 中 点 的 连 线 就 是 所 求 的 直线 。 

考虑 关于 一 条 对 角 线 的 中 点 的 中 心 对 称 ， 


$4.4 


. 在 4B 边 上 的 高 线 足 ， 

设 AB 是 底 边 。 第 三 个 顶点 C 必定 落 在 平行 于 ABB 
线 上 ， 则 只 要 使 AC + C8 为 极 小 就 行 ，。 

以 4 和 连 心 线 中 点 的 连 线 为 镜子 。 


$ 4.6 


—$57:253912,0,0, (7,5,0), (7,0,5), (2,5,5), Q2, 
1,9, (11,1,0), (11,0,1), (6,5,1), (6,0,6). 

先 把 容量 为 11 疮 斯 和 5 内 斯 的 瓶子 盛 满 , 把 发 有 8 EME 
流 的 活 子 给 一 个 强盗 ， 剩 下 的 香 液 用 共 余 的 壮 子 按照 问 
题 [16; 13, 11,5j 来 分 ， 再 用 四 步 就 能 解 出 这 个 问题 。 
采用 图 1.9B 的 记号 ， 可知 有 相似 的 四 角形 AC,PB.,~ 
AB'P’C’, 


$4.7 


EAR, Bf TEA]aEIT1^ B AE. 
在 BC 边 上 向 外 便 作 正 方形 CBEDP。 EAD, AEfIBC f 
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CO co w QO?) OC! 4 CN M 一 
& 0 0 * — . v — 9 — — oO. €" — &à—-— ^*^ ——— 


— 
c 


36 rigid TEREA ERRA S. 


$4.8 

i AAB'/C' 是 动 三 角形 的 任意 一 个 新 位 置 。 因为 
AACC’ — AABB', Sk / ACC' = /ABB' = ZABC, 
$3.3 的 习题 4 BJ SR ZG HARER RIAL. € 
G 点 旋转 120' 把 01 变 到 0,, 把 0s 变 到 0s, 把 0s 变 到 0, 把 
Ns 变 到 入 ，， 把 入; 变 到 Ni,， 把 Nj; 变 到 Ne， 自然 ,还 有 一 
个 相似 变换 把 O,, 0;,0s ZAW EIN, No, Nas 但 是 这 
个 相似 变换 是 反 相 似 变 换 ， 它 是 一 个 位 似 变换 与 一 个 反 
射 之 和 [B? PP*74-—785] . 


$4.9 
x’=x+a, y'=y+b, 
X^-2oc-X, y'c-y, 
x^ zy, y^ =x, 
x^--x, y--y, 


x’ -kx, y’ -Ky, 

x = — Ky, ”= KX, 
X /=X+a, y/--—y 
x! zkx, y'= —Ky, 


x =x, y! =y, 
Y, x>0, 


x’ =ý, y’ =] 
— y, x« 0, 


$5.1 
AC/ /BD, AC/ JDB, CAJ /BD, CAJ /DB, BD/ 
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ZAC, DB/ /AC, BD/ |CA, DBJ JCA, 


$ 5.2 


BDxAC | ACx BD 


.~ {BA, DC} = -po = {4B,CD}。 类 似 


BCxAD  ADxBC ` 


HARRER. 
() 1; Gii) 2; (i1i)3; (iv) 1, 


$ 5.5 


Và 4» Ze 5 5 ^E [8] Jr £B jo 5 t dE 2e 3E PS PEDE CHD EIE. 75 形 
55934229 CER dE P HL IE APT R KRKE. ) 
内 心 和 傍 心 。 
G) BE] o 与 以 P 为 圆心 ,以 PO 为 守 径 的 圆 相交 于 4 和 
B, ABARO, LATO 点 的 两 个 网 有 另 一 个 
RAP, M P REP HRA. 
(ii》 利 用 圆规 从 任意 点 Pi 出 发 可 作 P， 使 0P, = 20P,, 
同 理 可 作出 P,， 使 0P, =n0OP,。 车 OP,>K/2n， 则 
OP,7k/2, mG) TTIE Pn 的 反 演 点 P,。 则 PP 的 反 演 
点 Pi 适合 OP = 1n0OP'， 

G) 与 人 ABC 自己 相似 . 
Gi) 与 垂 三 角形 DEF 相似 (利用 了 .42 的 2.4.4)。 

Gi) 与 傍 心 三 角形 Il 相似 (根据 $1.4 的 习题 4 和 
定理 1.6.1)， 

x? y*? x?4 y? J* 
ERE f8JE BO,C, E EE B fu C i fa 4$ FA - D - 907, 
fE5t Bi — f8JE COA, CEC 和 4 的 角 等 于 B+ 巨 -90"， 
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分 别 以 Oo 4H Os AALER tE ETC 点 ， 则 另 一 
个 交点 茂 是 所 求 的 圆心 D 。 中 径 拓 满 足 

, QOAxOBxDE 
k? =- AB | * 


$5.4 
BO o 的 圆心 。 则 
AQAP ~ AOPA' , PA/PA' = OA/OP = 常数 
设 BC 是 直径 ,， 则 APOoB~ACOP'， # H 

POJOB-CO/OP' OP x OP’ =£2, 
设 P 和 Q 是 已 知 圆 内 部 的 点 。 关 于 以 P 为 圆心 的 一 个 
圆 作 反 演 , 则 得 P。, O^ na^ ,因为 P. fe o 的 外 部 ， 故 
O' 也 在 a^ 的 外 部 ， 从 O 向 a 作 的 切线 可 以 看 作 经 
P.A HA, ENEZ PHO, AH 与 a 相 切 
的 两 个 圆 的 反 演 像 ， 
以 三 个 切 点 中 的 一 点 作为 反 演 圆 圆 心 ， 则 图 形 就 反 演 为 ， 
两 条 平行 直线 及 与 它们 相 切 的 一 个 圆 ， 
以 4 为 反 演 圆 圆心 , 则 得 到 三 个 反 演 点 B' ,C^ ,D' ,并且 
C' 落 在 线段 B'D' 上 的 充 要 条 件 是 AC/ /BD。 根 据 定 
理 5.4.1, “SHERE RBC +CD >B D' 等 价 于 
BC CD BD 
ABxBC* ACx AD ABx AD' 

Bp AD x BC + AB x CDz AC x BD, 
若 w 和 相交 或 相 切 ， 结 论 是 明显 的 。 若 不 然 ， 可 设 w 
和 a 的 方程 是 


x? 4+ y? =k, x? + y! —ax., 


H $5.32]80 5, a 关于 “的 反 演 像 的 方程 是 
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Ay eut |OEx 
x? oy? x?4q gy? =a. » +y? , 


B k? 二 ax 


A —— ^ 


ap Ea -Fa - 
TH 9S HI ——a MPO P.. 


$5.5 e 


该 圆 经 过 o 与 以 OA 为 直径 的 圆 的 交点 ， 

设 已 ' 是 已 的 反 演 点 ， 所 求 的 圆 就 是 贺 PRO. 

设 已 关于 o, os 的 反 演 点 分 别 是 P 和 六 ,所 求 的 圆 是 
圆 PP,P,., 

它们 的 积 是 E. 

以 0 为 反 演 圆 圆心， 得 反 演 像 a” mo 上 的 点 P’。 a 
ir P' 处 有 瞪 一 的 -条 切线 。 或 者 以 为 反 演 圆 贺 心 ， 
得 直线 4 及 不 在 4 上 的 点 0/。 经 过 O' 有 唯一 的 一 条 让 
线 与 4 平行 。 


$5.6 


因为 和 4BiC, SAABC 在 关于 直线 AS 的 反射 下 是 合 
GENE: 

Z BSC = ZSBA— /SCB=B-C, 
H $1.73 3 ,A' D= (b?—c?5/2a, 3 f E 4n A’ S= 
a(b —c)/2(b - c), Ñ dE 


ASx AD (525). 


$5.7 
cc! =0, 
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WIAPA 4 8020 a, b fii A ED TRU TRUE Rr. de 
切 点 取 作 反 演 圆 圆 心 ， 则 以 上 三 个 贺 反 演 为 到 反 演 圆心 
的 距离 分 别 为 fa/2a, 直 /25 人 /2r 的 平行 直线 ,而 且 后 者 
是 前 两 条 平行 线 的 等 距 点 轨迹 ， 故 

2 1 1 


一 二 一 十 一 一 


r a b* 


我 们 得 到 两 族 彼此 正 交 的 平行 线 ， 上 比如 方程 分 别 为 * = 
const, y = const 的 直线 族 , 
在 中 间 圆 上 取 一 点 O 作为 反 演 圆 圆 心 ， 则 中 辐 圆 反 演 成 
一 条 直线 ， 于 是 关于 中 间 圆 的 反 演 就 变 成 关于 上 述 真 线 
的 反射 
关于 直线 的 反射 是 关于 圆 的 反 滨 的 特殊 情形 . 
ODE AC; 7]BD, 设 ?是 这 四 点 所 在 的 圆 . dz a, B 是 与 
正 交 的 两 个 圆 ， 一 个 经 过 A,C， 田 一 个 经 过 B,D。 设 
[| a fü B 的 交点 是 工 和 O， 则 以 为 反 演 圆心 把 a 和 8 
RRE v^ 的 两 条 直径 ,使 A' BCD 为 以 0 为 中 心 
的 矩形 ， 
GDE AB/ /CD 或 A4D/ /BC,iz y,a, B MOREX. 
[Ei MEKA a 和 6 不 相交 . 设 L 和 0O 是 共 轴 圆 束 aB 
的 极限 点 :换言之 ， 工 和 0 是 7 da, p 的 连 心 线 的 交 
点 。 以 工 为 反 演 圆心 把 4,8 反 演 为 以 O' 为 圆心 的 同 ， 
ÒR, KHAA C fp B'D' 是 这 两 个 同心 加 的 直径 (在 
一 条 直线 上 )， 故 A' B'C'D' 是 退化 的 平行 四 边 形 。 
Gii) # A,B,C,D 不 共 圆 ， 则 它们 确定 了 四 个 不 同 的 
[i] ABC, ACD, ABD, BCD, i% u $ ABC 和 ACD 的 一 
个 中 加 圆 ,大 和 且 它 把 点 8 和 DD 隔 开 ( 努 在 8 和 DD 中 有 -一 点 
在 k 的 内 部 ， 有 一 点 在 4 的 外 部 ;车 4 人 恰好 是 直线， 则 
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Rk B MD EZERA 两 侧 )。 同 理 ， 设 v 是 4BD 和 
BCD 的 中 辐 圆 ， 且 把 4 和 C 隔 开 。 设 圆 4& 和 vv 相交 于 
LFO. ALHAO o 把 ABC fn ACD 反 演 成 
Pi cB A' B'C' MACD, ERAR ghe ”把 
B'.D' ARF, 4H/A'B'C'—-7C'D'A', AM, oie 
ABD 和 BCD s i 2-55 I] A BD Su B/C'D', € 
MIR v! 把 4’,C’ 隔 开 , ELZD'A'B'- ZB'C' D, 
因此 A' B'C'D' 是 平行 四 边 形 17 7 99] 。 

在 以 上 各 种 情形 都 把 点 对 LO 称 为 两 对 点 AC 和 BD 
HETO. ~ 
设 两 个 已 知 圆 在 连 心 线 上 的 直径 分 别 是 4B fn CD, $E H. 
AC/ /BD, Wt afi B ZIE AD 和 BC 为 直径 的 圆 ， 
志和 好 是 共 轴 圆 束 28 的 极限 点 。 则 所 求 的 圆 就 是 以 LM 
为 直径 的 贺 ( 因 为 这 个 圆 与 a, B ERK, HELER AKIR 
成 D， 把 8 反 演 成 C )。 


$ 5.8 


用 $$ 5.7 的 习题 4， 
把 0= (2/2) + CX/n) 代 入 三角 恒 等 式 


cscb — cot0 = tany, 


从 反 演 儿 何 学 的 角度 来 看 ， 这 两 组 加 的 配置 只 是 斯 秦 纳 
的 柔 在 n=4 的 情形 。 因 此 有 三 对 圆 的 反 演 距离 是 
2log(/ 2 +1)， 共 余 12 个 反 演 距离 为 零 。 


(D W Coxeter, Abh. Math, Sem, Univ. Hamburg, 29(1966)p.233, 
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| $5.9 
ES URTE BIO 满足 


cosh ô= HHSEI tD - 3 +1. 
BE- BC DRE ES 0) C HR E 
|n 十 D? 2| sav e 


= 2cosh? à — 1 = cosh 26, 
夹 在 中 间 的 圆 不 是 另外 两 个 圆 的 中 间 圆 ， 因 为 它 与 那 两 


个 圆 不 是 共 轴 的 ， 
索 落 圆 可 以 从 斯 泰 纳 的 系 售 ?= 3 得 到 ; 因此 


hÊ 二 
cos 2 = eC 3 = 2. 
长 度 之 比 的 平方 是 
- (a+b)? -2 - a? — b? — 2ab 
— (a-b)? "c?-a? —b? c 2ab 
coshó-] - ,9 
SCC TES 


第 一 -部 分 从 图 上 看 是 明显 的 。 至 于 第 二 部 分 ， 用 定理 
5.9.1& a-b,c - 2p f& 


2 2 b? 2 
cosh 26 Gn LÁ -2(7. 一 1l, 


0 r? + R?-(R?-2rR) r 
1 2 一 - MÀ —— — 
2sinh 5*17 cosh ô = 27R = 5R+1, 


从 图 1.3 看 到 
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ATH =b cosA cscB z 2R cosA, 
又 由 $1.5 习 题 4 得 到 
OH? = R? + (2 RcosA)? — AR?cosAcos(B — C) 
= R?(1 — 8cosÁcosPcosC), 
因为 ON = OH/2， 于 是 cos6 


或 cosh ò =$ P e (FR) - (3 


~ 2cosA cosB cosC l/r 
= 1--2cosÀ cosB cosC, 


利用 习题 4 ， 把 根 轴 x=0 取 作 其 中 的 那 条 直线 , 则 我 们 


有 cosh a z a/s/a? d? , coshB 2 b//b* dh. 


$ 6.1 


因为 w 把 直径 为 OA 的 圆 反 演 成 极 线 a, 故 这 两 个 圆 和 这 
条 直线 属于 同一 个 共 轴 圆 束 ， 即 a 是 这 两 个 圆 的 根 轴 。 
A F B RRA EET OA 和 OB, 
因为 任意 一 个 图 形 关 于 以 0 为 圆心 的 两 个 同心 圆 的 配 极 
像 是 彼此 相似 的 ， 我 们 把 正 多 角形 4BC… 的 内 切 圆 取 
作 配 极 辕 ， 则 边 A4B, BC ,… 的 极点 是 线段 AB, BC, ... 
的 中 点 ， 点 4,B,C,… 的 极 线 是 上 述 相 邻 的 中 点 的 联 
线 。 如 果 把 这 个 正 多 角形 的 外 接 圆 取 作 o， 则 圆 在 多 角 
形 各 顶点 处 的 切线 构成 的 多 角形 是 原 正 多 角形 的 配 极 
像 。 
矩形 的 两 条 对 边 的 极点 到 0 点 的 距离 相等 ,并 且 它 们 与 0 
点 在 一 条 直线 上 。 另 外 两 条 对 边 的 极点 到 O 点 的 距离 也 
相符 (一般 说 来 ， 这 个 距离 和 前 面 的 距离 不 相符 )， 开 且 
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落 在 这 两 边 的 经 过 0 点 的 研 线 上 。 这 样 ， 我 们 得 到 其 对 
角 线 互相 垂直 平分 的 四 角形 ， 即 著 形 。 另 一 种 考虑 是 ， 
盾 形 的 对 称 轴 把 外 接 圆 在 各 顶点 处 的 切线 截 出 长 度 相 等 

的 线段 。 | 


$6.2 


根据 定理 6.2.1, 三 角形 的 极 圆 平分 它 的 外 接 圆 和 九 点 圆 
的 一 个 夹 角 ， 这 个 角 在 三 角形 的 策 角 起 于 180 时 逐 潮 趋 
FZ. Wb, f $5.92180/ 6 RZ, Har 

8 = (180° — 0/2, 


$ 6.5 


关于 贺 a, B: 的 极 线 是 b,; 关 于 圆 6, BiB: 的 极点 是 C1， 
如 此 等 等 。 

本 节 的 第 一 个 图 形 关 于 直线 CQ4 是 对 称 的 ,在 直线 上 面 的 
图 形 可 以 和 直线 下 面 的 图 形 宛 全 重合 在 一起。 图 6.3A 
和 图 6,3 C 的 外 观 形 状 表 明 栏 圆 和 双 曲 线 可 能 有 另 一 个 
wE F 04 的 “镜子 ? E g 6.6 要 证 明 这 个 性 质 )。 
从 图 6.38 可 见 ,抛物 线 的 切线 上 是 圆 % 上 的 点 工 的 极 线 。 
AO rmÁtBm|agsetR UE T XT olg. "E B) EL 
迹 ( 即 经 过 0 点 的 圆 o 的 反 演 像 ) 是 一 条 直线 。 

从 图 6,3C 看 到 ， 渐 近 线 4 作为 尽 的 极 线 乘 让 于 十 f 
角形 OAU 的 边 0U ,因此 这 个 三 角形 在 A 处 的 角 是 0, 且 


对 于 交角 双 曲 线 来 说 ，6=45"，s=w 2， 
轨道 形状 为 抛物 线 或 双 曲 线 的 四 星 是 不 会 回 到 太阳 的 近 
2053 


AIBH RES RE Sr £5 DL ka, BARH TIE 
《尤其 是 反 量 巨 天 的 木星 ) 的 扰动 ， 我 们 所 见 到 的 赵 星 的 
某 自 轨道 有 时 看 起 来 象 一 段 双 上 曲线， 而 有 些 椭圆 轨道 拉 
得 很 长 以 至 于 无 法 同 氟 物 线 区 别 开 ， 但 是 所 有 已 知 的 顽 
星 ( 包 括 “ 非 周期 的 ” 即 被 我 们 见 过 一 次 而 从 未 见 过 第 二 
次 的 彗星 ) 一 般 地 都 看 作 是 太阳 系 的 成 员 。 它 们 相对 于 
太阳 的 速 底 从 未 达到 足以 跑 到 “外 部 空间 ” 去 的 程度 
《所谓 “ 外 部 空间 ”是 指 别 的 恒星 的 引力 比 太阳 引力 大 的 
地 方 )。 


$ 6.4 

x? 4 y? = (1 — &x)*, 
在 x=w (sr+Il) 之 间 的 中 点 是 x= - Ea。 新 方程 是 

(x - ea)? + y? 2[1—e(x — za) |}? = (a— ex)?, 
或 (1-65x?4 y?-(1—c?*)a? = la = t b?, 
或 zi tyitl, 
正 负 号 根据 e<1 R Eel 而 定 。 因 为 方程 中 只 出 现 x 和 
的 偶 次 磊 , 故 椭 加 和 双 曲 线 关于 两 个 坐标 轴 是 对 称 的 ， 


$ 6.5 


。 如 果 两 个 三 角形 关于 一 点 是 透视 的 ， 则 它们 关于 一 条 站 
线 是 透视 的 。 如 果 两 个 三 角形 关于 一 条 直线 是 透视 的 ， 
则 它们 关于 一 点 是 透视 的 ， 

如 果 六 角形 的 六 个 顶点 交替 地 落 在 两 条 直线 上 ， 则 三 组 
对 边 的 交点 是 共 线 的 ， 如 果 六 角形 的 六 条 边 交替 地 经 过 
两 个 点 ， 则 三 条 对 角 线 是 共 点 的 T P 38 80 ， 
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它们 是 经 过 圆心 的 彼此 垂直 的 直线 ， 

因为 i。 是 O 的 极 线 , 故 圆 锥 曲线 上 任 巧 一 个 无 穷 和 远 点 是 
圆 c 的 经 过 O 的 切线 (关于 o ES SR. PUE, Nis 0 在 
圆 a 的 内 部 、 加 上 或 外 部 ， 圆 锻 曲 线 上 相应 的 无 穷 远 点 
的 个 数 是 0,1 或 2. 

用 图 6.34 Bf iim, OU 是 4 在 UU 处 的 切线 ; 因此 ， 双 曲 
线 上 的 一 个 无 穷 远 点 是 切线 4 的 切 点 ， 而 男 一 个 无 穷 远 
”点 自然 是 2 的 切 点 。 

因 为难 线 是 4 的 极 线 ， 难 线 上 的 任意 一 点 是 4 的 一 条 
直径 的 极点 ， 所 以 从 这 样 的 一 个 点 向 抛物 线 所 作 的 两 条 
切线 是 该 直径 的 两 个 端点 的 极 线 。 因 为 c 上 的 对 径 点 在 
O 点 张 成 一 个 直角 ， 所 以 它们 的 极 线 互 相 垂 直 。 

三 组 “对 边 ” 的 交点 中 每 一 个 都 可 以 作为 定理 6.5.1 的 
点 上 ， 而 其 余 两 点 落 在 该 点 的 极 线 上 。 


$ 6.6 


OP -O,P-:tPK +K, P =K, K., KEDAH Z. B 的 
ERK € fi. 
如 图 6.64， 当 已 在 双 曲 线 的 左 分支 上 时 ， 有 
OP -O,P-zPK-ePK,-2 —cKK, 
对 于 右 分 支 只 要 把 正 负 号 反 过 来 就 行 。 
这 个 贺 是 a( 关 于 4) 的 反 演 像 (与 $6.3 的 习题 3 相对 照 )， 


$ 6.7 
球 极 投影 是 反 演 的 特殊 情形 ， 
垂直 平分 直径 04 的 平面 (图 6.7A) 沿 着 一 个 特殊 的 大 圆 
与 a^ 相交 (这 个 大 圆 称 为 赤道 )。 别 的 大 圆 必 与 赤道 在 
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"E931 15 85 4826 FGE BS Er GE Xo B ERE RED IEC ER Ori 
REREH LELOA A4, PRA 2k 的 圆 的 直径 》， 
我 们 把 Pi a P REU 上 两 个 大 圆 的 交点 ， 而 其 中 一 
个 大 图 通过 O mA K, a 上 的 点 P, 和 了 ; 在 经 过 4 
点 的 -- 条 交 线 上 ， 又 在 经 过 “ 严 道 的 投影 "(圆心 为 4， 
*P45 2b zk 的 圆 ) 的 两 个 对 径 点 ( 设 为 CQ, 和 Q2) 的 一 个 圆 
上 。 因 为 

AP, x AP, AQ, x AQ,» - (2k), 
故 P. 和 Ps 是 在 一 个 反 - 反 演变 换 下 相关 的 ， 这 个 反 - 反 
演变 换 是 关于 “赤道 的 投影 ”的 反 演 与 关于 4 的 中 心 对 
称 之 和 。 
取 球 o^ 与 正方 体 的 12 条 楼 (在 中 点 处 ) 相 切 ，O 是 a’ 5 
正方 体 的 对 角 线 的 一 个 交点 。( 如 果 取 0 是 o' 与 正方 
体 两 个 相对 面 的 中 心 连 线 的 一 个 交点 ， 则 得 到 斯 泰 纳 的 
对 在 n=4 时 给 出 的 对 称 图 形 。》 
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名 词 解 释 


Xd Egg d Humpty Dumpty) 说 过 ,“ 当 
我 使 用 一 个 词 时 ， 它 刚好 是 指 我 用 它 来 表达 的 意 因 
ERZ — t, nA D a 2 


《4ABC) 一 一 人 ABC 的 面积 ， 
n- 角 形 一 一 有 7 个 顶点 和 nn 条 边 的 多 角形 . 
三 角形 的 中 线 一 一 经 过 三 角形 的 一 边 中 点 的 塞 瓦 线 ， 
角形 的 内 心 ( 工 ) 一 一 内 切 圆 的 圆心 
角形 的 内 切 圆 内 切 于 三 角形 的 圆 。 
三 角形 的 内 切 圆 盾 径 (7 ) 一 一 三 角形 的 内 切 圆 的 半径 ， 
三 角形 的 外 心 (0 ) 一 一 三 角形 的 外 接 圆 的 圆心 。 
三 角形 的 外 接 贺 一 一 外 接 于 三 角形 (经 过 三 角形 的 三 个 
项 点) 的 圆 。 
三 角形 的 外 接 圆 秆 从 CR ) —— — fog Im FF REIR 4 65. 
”三 角形 的 重心 (五 ) 一 -三 条 南 线 的 交点 。 
三 角形 的 重心 三 条 中 线 的 获 点 。 
三 角形 的 高 线 一 一 从 顶点 向 对 边 ( 或 它 的 延长 线 ) 引 垂 线 
所 得 的 线段 。 | 
三 角形 的 傍 心 《1o, Du, Eo) 
三 角形 的 傍 切 圆 
线 相 切 的 贺 ， 
三 角形 的 傍 团 贺 件 径 〈ro ro, ro 一 一 三 角形 的 傍 切 圆 的 
T. 


mnn 


三 角形 的 傍 切 圆 的 圆心 。 
与 三 角形 的 一 边 及 其 余 两 边 的 延长 
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A ABC 的 寺 重 相 切 图 一 一 与 人 4BC 的 三 所 (或 延长 线 ) 
都 相 切 的 四 个 圆 ， 内 切 圆 和 三 个 傍 切 圆 . 

A.ABC 的 入 格 纳 点 一 一 经 过 内 切 加 与 A48C 的 各 边 的 
切 点 的 三 条 塞 瓦 线 的 公共 点 。 | 

A ABC 的 中 们 三 角形 一 一 A4BC 的 各 边 中 点 的 连 线 构 
成 的 三 角形 。 - 

AABC 的 外 A I- £38 — P lr a E £x —— P 8] 
A.ABC 各 边 BERERE GREA SER — FOE PEE B IR 
线 )。 

A4BC 的 垂 三 角形 (ADEF) 一 一 人 48C 的 高 线 足 的 连 
线 所 构成 的 并 角形。 


A4BC 的 欧 拉 线 一 一 重心 、 重 心 和 外 心 所 在 的 直线。 
AABC 的 拿 破 仿 三 角形 . 
内 拿 破 分 三 角形 一 一 在 肉 侧 立 在 AABE 的 各 边 上 的 等 


边 三 角形 的 中 心 所 构成 的 三 角形 ， 
外 拿 破 爷 三 角形 一 一 在 外 侧 立 在 AABC 的 各 边 土 的 等 
也 三 角形 的 中 心 所 格 成 的 三 角形 。 
无 穷 远 壮 线 一 一 把 直线 看 作 舍 径 无 限 大 的 圆 时 ， 各 平行 
线束 的 圆心 所 在 的 假想 的 直线， | | 
X UR, P.— TETTE IL UC E E BEE PORE B a k 
的 假想 的 公共 点 。 
中 心 对 称 变换 一 一 旋转 角 为 180 Big et. 
中 心 相 似 变换 一 一 有 一 个 不 动 点 的 位 似 变换 。 
中 间 圆 ， 或 反 相 似 圆 一 一 使 两 个 已 知 圆 互 为 反 演 像 的 反 
WA. 
反 演 平面 一 一 添加 了 单独 一 个 假想 点 (无穷 远 点 了 ws) 的 
KRPE. 
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3i £& —— Bp oRez 10 i He dl x, it ORE a 的 
外 部 (参看 圆锥 曲线 )， 

双 曲 线 的 渐 近 线 一 一 从 O 〇 向 a 所 引 切 线 的 切 点 的 极 线 。 

正 交 圆 一 一 两 个 相交 的 贺 ， 并 且 它 们 在 一 个 交点 的 两 条 
切线 彼此 成 直角 . 

正 多 角形 一 一 有 一 点 ( 称 为 中 心 ) 到 各 顶点 的 距离 相等 、 
姑且 到 名 边 的 距离 也 相等 的 多 角形 ， 

正 相 似 变换 一 一 保持 角度 和 指向 不 变 的 直射 变换 ， 

平行 移动 一 -联结 各 点 及 其 像 点 的 有 向 线段 有 相间 的 长 
度 和 方向 的 变换 。 等 价 的 说 法 是 ， 没 有 不 动 点 的 位 似 变换 ， 

平面 的 变换 一 一 从 平面 到 自身 的 映射 ， 使 平面 上 每 一 点 
已 都 有 瞪 一 的 像 点 P' ,并 且 每 一 点 Q 都 有 众 一 的 原 像 点 Q. 

包 络 一 一 曲线 的 切线 构成 的 集合 ， 


四 边 形 一 一 参看 四 角形 。 

四 角形 一 一 有 四 个 顶点 和 四 条 边 的 多 角形 ， 

曲 四 角形 一 一 两 条 对 角 线 如 在 四 和 角形 的 内 部 ，。 

四 四 角形 一 一 一 条 对 角 线 在 内 部 、 另 一 条 对 角 线 在 外 部 
的 四 角形 。 

交叉 四 角形 一 一 两 条 对 角 线 都 在 四 角形 的 外 部 . 


四 角形 的 瓦 里 农 平 行 四 边 形 一 一 联结 四 角形 的 邻 边 中 点 
的 线段 所 构成 的 平行 四 边 形 。 

四 点 的 交 比 一 (AB,CD) = CAC/BC)/(AD/BD), 

Jk Sirié £& —— ie £a 和 经 过 a 的 极点 的 任意 一 条 直线 。 

JEg8 6 —— 5 ARE 4E A BEER Ef E358. 

共 辅 圆 一 一 一 族 贺 ， 其 中 每 两 个 圆 的 根 办 者 相同。 等 价 
的 说 法 是 ， 它 是 与 两 个 已 知 圆 都 正 交 的 圆 的 集合 。 

关于 直线 1 的 反射 一 -以 1 为 镜子 ， 把 每 一 点 变 到 它 的 
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Bip n D Hu 

frc E E dh s AN UA 

dà £& (9 36 IE A; ih £809 DC 9 E S A 0) R DR 
向 量 一 -参看 在 行 移动 。 

同 胚 一 -双向 连续 的 变换 。 

双 等 一 -参看 等 距 变 换 . 

多 角形 一 一 平面 上 的 封闭 折线 ， | 
自 极 三 角形 一 一 各 顶点 分 别 是 它 的 对 边 的 极 点 的 三 角 


x. | 
两 个 不 相交 加 4 和 6 的 反 演 距离 一 - 当 o 和 8 反 演 成 两 
个 同心 圆 时 ， 这 两 个 同心 圆 竺 径 之 比 的 自然 对 数 。 

两 个 不 相交 立 4 和 8 的 极限 点 一 一 与 a。 和 8 都 正 交 的 任 
意 两 个 圆 的 交点 . 

两 个 非 同 心 癌 的 横 轴 一 一 关于 这 两 个 贺 的 徊 相等 的 点 的 
Bul, 

两 个 变换 的 积 (或 和 ) 一 一 第 一 个 变换 和 第 二 个 变换 连续 
作用 的 结果 ， | 

两 点 的 连 线 -- 一 联结 两 点 的 站 线 。 

位 似 变换 一 一 把 每 一 条 直线 变 成 它 的 平行 直线 的 变换 。 
保持 方向 不 变 的 相似 变换 。 ， 

直线 关于 圆心 是 0 的 圆 的 极点 一 一 从 O 向 作 垂 线 
足 的 反 演 像 。 或 者 是 p 上 任意 两 点 的 极 线 的 交点 ， 

直线 束 一 一 -在 平面 上 经 过 一 点 的 所 有 直线 构成 的 集合 : 

直射 变换 一 一 把 直线 变 到 直线 的 变换 。 

拓扑 学 一 一 对 应 于 一 一 的 双向 连续 变换 的 群 的 几何 学 。 

波 赛 列 反 演 器 一 一 用 来 描绘 已 知 曲线 的 反 演 像 的 仪器 . 

抛物 线 一 -离心 率 e = 1 的 圆锥 曲线 ， 这 时 0 在 圆 5 上。 
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顶点 在 一 个 圆 (或 一 条 圆锥 曲线 ?上 的 大 角形 的 巴 斯 加 线 
该 六 角形 的 三 组 对 边 的 交点 所 在 的 软 线 。 
极 圆 一 -~ 使 一 个 钝 角 三 角形 的 各 顶点 分 别 和 对 边 成 配 极 

相似 变换 一 一 保持 距离 之 比 不 变 的 变换 ， 

A PXT—^ ARR ER 的 两 条 Z2 xt P By dix 
(EU) AD, BE， 联 结交 点 A4B. DE 和 AE . BD 的 直线 ， 

点 了 关于 入 ABC 的 垂 足 三 角 É 
边 ( 或 延长 线 ) 引 垂 线 ， 它 们 的 垂 足 所 构成 的 三 角形 。 

点 也 关于 直线 ! 的 有 反射 像 一 一 圆心 在 :1 上、 经 过 了 点 的 
任意 两 个 圆 的 第 二 个 交点 


d- Ri, 其 中 4 EA P ANAA Bo 
的 距离 ， 及 是 圆 的 个 径 。 

A PTE o 的 反 演 像 一 一 经 过 志 点 ， 且 与 0 正 区 的 任 
意 两 个 加 的 第 二 个 交点 ， | 

IR] P3 36 PU 3 JE? 
角 互 补 )。 

圆心 不 共 线 的 三 个 圆 的 根 心 
根 轴 ， 这 三 条 根 轴 的 公共 点 。 

RR "8 一 一 与 正 交 于 ，8 的 两 个 不 同 的 贺 都 正 交 的 圆 
构成 的 集合 。 

[V] HE gj £ —— [HE] a (圆心 为 4， 趾 径 为 >)》 关于 图 CRI 
4290, 42529 k ) 的 配 极 像 。 

圆锥 曲线 的 难 线 一 一 4 点 关于 圆 o 的 极 线 。 

圆锥 曲 线 的 离心 变 一 一 2=O4/r， 

圆锥 巾 线 的 焦点 一 一 配 极 贺 e 的 圆心 2 。 

配 极 一 一 把 点 变 成 它 的 极 线 ， 把 直线 变 成 它 的 极点 的 变 
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-其 中 每 两 个 圆 决 定 一 条 


TR. 

TEZTRJBI—— SAU RREA A T ZEB 
(7 EX EC 7I T0, | 

旋转 一 一 整个 平面 绕 平 面 中 一 个 国定 点 转动 所 产生 的 变 
换 。 

旋转 相似 变换 一 一 旋转 和 位 位 变换 的 积 ， 或 反 过 来 。 

球 上 的 大 圆 一 一 经 过 球 心 的 丕 面 在 球 上 的 截 线 ， 


球 上 的 对 径 点 球 的 直径 的 两 个 端点 。 

球 心 投影 一 个 球 从 它 的 球 心 到 任意 一 个 芒 平 面 上 的 
投影 。 | | 

球 极 投影 一 一 从 〇 点 把 经 过 0 A B E Sl SR YE O Br f 


点 处 的 切 平 面 上 的 投影 
” ， 制 离 性 4C/ /BD (对 同一 个 平面 上 的 四 点 而 痛 ) 一 一 经 
过 A,C 的 每 一 个 圆 与 经 过 B,D 的 每 一 个 圆 都 相交 . 

等 距 变 换 一 一 保持 长 度 不 变 的 变换 ， 


塞 无 绪 一 -联结 三 角形 的 一 个 顶点 及 共 对 边 《 或 延长 线 》 
上 一 点 的 线 菇 ， 
EI ripe 1 的 圆锥 曲线 ， 这 时 0 在 “的 内 部 ， 
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